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Equations différentielles linéaires

Systémes linéaires Propriétés

Transformation de Laplace
Définition
Soit f une fonction de la variable réelle t définie sur R et supposée

nulle pour t <0, on appelle transformée de Laplace de f, la fonction F
définie par :

avec p une variable réelle ou complexe.
On note :

Fp) = L(f(t))
avec F(p) la transformée de Laplace de f(t).
Remarque :: Il est d'usage de noter les transformées de Laplace par

une lettre majuscule. En France, on utilise préférentiellement la
variable p mais les pays anglo-saxons utilisent plutét la variable s.
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Equations différentielles linéaires
Systémes linéaires Propriétés
Transformation de Laplace
Définition
En automatique, on n'utilise que la transformée de Laplace restreinte
qui ne s’applique qu’aux fonctions causales (c’est a dire aux fonctions
f(t) telles que f(t) = 0 pour t <0).
Pour transformer une fonction quelconque, on la combine avec la
fonction existence ou fonction de Heaviside notée H(t) et définie par :

t<0: e(t)=0
{tZO: e(t)=1

Ainsi on ne calcule pas la transformée de Laplace de cos(w - t) mais
de H(t) - cos(w-t).
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Equations différentielles linéaires

Systémes linéaires Propriétés

Transformation de Laplace
Propriétés

Unicité : a une fonction temporelle f(t), il correspond une
transformée de Laplace F(p) unique et réciproquement

Additivité :
L(f(t)+g(t)) = L(f(t)) + L(g(t)) = F(p) + G(p)
Linéarité :

L(a-f(t)+b-g(t) = a-L (F(t))+b-L (g(t)) = a-F(p)+b-G(p)
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Equations différentielles linéaires

Systémes linéaires Propriétés
Transformation de Laplace
Propriétés
Dérivation :
m dérivée premiere :
df(t)
LI——=|=p-F(p)-f(0
(252) =p-re)-r(0)
m dérivée seconde:
d?f(t
(£
dt

Démonstration : on sait que 1 fu Vdx=u-v 7fu’ -vdx avec u et v deux fonctions dérivables
de la variable x.

) =5 F(6)-p-1(0)-10)

o440
(410) [e-p-t.fm]om—jo TP
L(d:(ft)) —£(0) +p- L(£(t))
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Equations différentielles linéaires
Systémes linéaires Propriétés
Transformation de Laplace
Propriétés
Si le systéme est dans les les conditions de Heaviside, c’est a dire
f(0) = 0, f(0) = 0 et toutes les dérivées en 0 sont nulles, alors :

ﬁ(dg—(tt))—p'F(P)

ﬁ(dzdigt))sz-F(p)

Dans les conditions de Heaviside, dériver dans le domaine
temporel revient a multiplier par p dans le domaine symbolique
(domaine de Laplace).

m dérivée premiére :

m dérivée seconde :
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Equations différentielles linéaires

Systémes linéaires
Transformation de Laplace
Propriétés

Intégration :

o[ [[ 0] ) o

p
t
en posant: g(t) = J f(x)dx et g(0) = Ag Dans les

0
conditions de Heaviside :

e[ [ o] -

Dans les conditions de Heaviside, intégrer dans le
domaine temporel revient a diviser par p dans le
domaine symbolique.
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Equations différentielles linéaires

Systémes linéaires
Transformation de Laplace
Propriétés
' dg(t)

Démonstration : On pose g(t) = J f(x)dx donc it = f(t)
0

E(diit)) =-g(0)+ Lﬂop cePt.g(t)dt
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Equations différentielles linéaires

Systémes linéaires Propriétés
Transformation de Laplace
Propriétés
Théoréme de la valeur finale

Si la fonction f(t) est une fonction convergente (elle posséde
une limite) alors :

lim f(t) =L -F
A, 0= fimyp-F (P

Démonstration : on sait que

+00
(%5 )= pror-ro) [Tt tilar <o )0

dt

+oo +o0 +oo
Sip—>0alorsj e_p'td;—(tt)dt—)J df(t) dt:[f(t)]
0

0
On peut donc écrire :

im p(F(p) - (0) = [1(0)] = tim_r()-10)
lim p-(F(p) = tim (0
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Equations différentielles linéaires

Systémes linéaires Propriétés
Transformation de Laplace
Propriétés
Théoréme de la valeur initiale

Si la fonction f(t) posséde une limite alors :

limf(t)= lim p-F(p)

t—0 p—>—+oo
Démonstration : on sait que

+o0
z:(dg_(tt)) =p-F(p)-f(0) :L e,p.tdg_(tt)dt

oo df(t
sip — +oo alors J efp'tL
0

dt - 0, on peut donc écrire :

pETOO(P'F(P)—f(O)) =0

im (p-F(p)) =£(0) = lim f(t)
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Equations différentielles linéaires

Systémes linéaires Propriétés
Transformation de Laplace
Propriétés
Théoréme du retard :
L(f(t—t)=€e""P-F(p)

Démonstration :

“+00
L(f(t-7)= J. e Ptf(t — 7)dt (changement de variable y = t — 1)
0

+o0
L(F(t-1) = fo PO H)f(y)dy
+o0

L(f(t—t)=€PT -L e PYf(y)dy

Produit de convolution : .
on note f(t)*g(t) = f f(t—u)- g(u)du le produit de
0

convolution alors :
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Equations différentielles linéaires Calculs de quelques transformées equa diff. Tableaux des transformées

Echelon Créneau Impulsion de Dirac

Transformation de Laplace
calculs

f(t)=A-H(t)avec H(t) la :

fonction de Heaviside.

F(p) = Jom e P f(t)dt

F(p) = L+OO e PTA - H(t)dt

A . +oo A
o) =[] A |
% 0 p FIGURE: Echelon
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Calculs de quelques transformées

Echelon Créneau Impulsion de Dirac Rampe
Transformation de Laplace
calculs

Pour déterminer la transformée de ce signal, on le décompose en
deux fonctions :

Ficure: Créneau
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Calculs de quelques transformées

Echelon Créneau Impulsion de Dirac

Transformation de Laplace

calculs

f1(t) est une fonction échelon et f>(t) est une fonction échelon
retardée d’amplitude opposée a celle de fi(t), on a donc

fo(t) = —fi(t - 1)
f(t) = f(t) +f>(t)
f(t) =f(t) +-fA(t-1)

On peut donc déduire, a partir de la transformée de Laplace d'un
échelon et du théoréme du retard la transformée d’'un créneau :

L(f(t)) = L(A(t) - f(t-7)) = L(A(t)) - L(f(t - 7))
A A.e TP

L(f(t)) PR—

£(f(1)) = %‘(1 e tP)
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Equations différentielles linéaires Calculs de quelques transformées equa diff. Tableaux des transformées

Echelon Créneau Impulsion de Dirac Rampe

Transformation de Laplace
calculs

Pour réaliser ce calcul, on 2
modélise la fonction de Dirac par
le graphe ci-contre définie par

o [

O<t<e ,o(t)=1
sinon,  o(t)=0

FiGure: Implusion de Dirac
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Calculs de quelques transformées

Echelon Créneau Impulsion de Dirac Rampe

Transformation de Laplace
calculs
L'impulsion de Dirac est obtenue en faisant tendre ¢ vers O.

1

On peut reprendre le calcul précédent en posant A = — et en faisant
£

tendre ¢ vers 0.

L(o(t)) = Elﬂgi (1-e“P)

le développement de l'exponentielle au premier ordre s’écrit
X
e*=1+ i + o(x)

L(6(t)) = lim i (1-eP)

e=0&-pP
£(6(0) = lig —(1=(L+¢p))
£0(t) =1
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Equations différentielles linéaires Calculs de quelques transformées equa diff. Tableaux des transformées

Echelon Créneau Impulsion de Dirac Rampe

Transformation de Laplace
calculs

f(t)=A-t-H(t) avec H(t) la :
fonction de Heaviside.

\
N\

+o00 J/
F(p) = f e Ptf(t)dt y.d
0

=
P
I

—+o0
j ePA £ H()dt ; :
0

Ficure: Echelon
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Calculs de quelques transformées

Echelon Créneau Impulsion de Dirac

Transformation de Laplace
calculs

Pour résoudre, il faut utiliser l'intégration par parties :
Iu-v’dx: u-v—fu’-vdx
H(t)=t, v(t)=e P!

avecici{ . e Pt

a(t)=1, v(t)=-
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Résolution d’équations différentielle

Principe

Soit I'équation différentielle du deuxiéme ordre a coefficients constants

d?s(t)
dt?

ds(t)
dt

2 + b +bg-s(t) =e(t)

avec les conditions initiales suivantes : s(0) =a et $(0) =b.
On pose :

E(p) =L(e(t)) et S(p) =L(s(1))

on aaussi:

d?s(t)
dt?

)_PZ-S(p)—P'S(O)—$(O)

£(42) = p-s(6)-5(0 etz:(
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Résolution d’équations différentielle
Principe
En substituant :

b2(p®-S(p)~p-s(0)-$(0) + by (p- S(p) ~5(0)) + bo - S(p) = E(p)
(b2-p? + by -p+ by) - S(p)—bs-p-5(0)  by-5(0) ~ by -(0) = E(p)

o E(p)—|—b2-p-s(0)+b2'5(0)—|—b1~s(0)
by -p? + by - p + by

S(p)

La transformation de Laplace transforme l'équation différentielle en une
équation algébrique. La réponse temporelle est obtenue en recherchant la
transformée inverse de la fraction rationnelle.
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Résolution d’équations différentielle
Principe
Dans les conditions de Heaviside, on obtient

1

S = E
(p) by -p2+by-p+by P

La transformation de Laplace transforme l'équation différentielle en une
équation algébrique. La réponse temporelle est obtenue en recherchant la
transformée inverse de la fraction rationnelle.
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Transformées inverses
Soit F(p) = L(f(t)) la transformée de Laplace d’une fonction f(t). On appelle
transformée de Laplace inverse, ou original, de F(p) la fonction f(x). On

note :
f(t) = L7 (F(p))

Détermination analytique : Les méthodes analytiques de détermination de
la transformée inverse ne sont pas au programme.

Détermination par ['utilisation de tables : La transformation de Laplace
inverse consiste a rechercher la fonction temporelle qui
correspond & une fonction F(p) donnée.

Lorsque la fonction F(p) est sous la forme d’une fraction
rationnelle en p, la méthode a utiliser est la décomposition en
éléments simples. Pour déterminer la fonction temporelle
revient alors a rechercher dans la table (page ??) la
transformée inverse de chaque fraction élémentaire.

La transformée inverse de F(p) est la somme des fonctions
temporelles élémentaires.
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Transformées inverses
Tout polynéme posséde et / ou :

m des racines nulles;
m des racines réelles, simples et / ou multiples;
m des racines complexes, simple et / ou multiples.

Ainsi un polynéme du troisiéme ordre D(p) = a3 - p>+as-p?+a;-pl+1,en
fonction des racines pourra se mettre sous la forme suivante :

m 3racines réelles distinctes :
D(p)=(1+A1-p)-(1+42-p)-(1+A3-p)
m 1 racine réelle double et un racine réelle distincte :
D(p)=(1+A;1-p)*-(1+A3-p)
m 1 racine réelle et deux racines complexes conjuguées :

D(p)=(1+A1-p)-(1+Az-p+A3-p°)
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Transformées inverses
Décomposition

Racines réelles simples : Sila fonction de transfert ne présente que des
poles réels simples, la décomposition s’écrit comme la somme

des fractions simples de chaque péle.

Ainsi

p+2

FiP)= =
pc+15-p+50

posséde deux racines simples :
p+2
Flp) =

(p+5)-(p+10)

sa décomposition en fractions simples est donc de la forme
suivante :

A B
Fp)= —— +
(P)= 35+ 5510
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Transformées inverses
Décomposition

Racines réelles multiples : Dans le cas de racines réelles multiples, la
décomposition en fractions simples de la racine multiple est la
somme des fractions simples des puissances décroissantes.

Pour

p+2

FP)= (s (p 1 10)

la décomposition en fractions simples s’écrit :

A, B C
(p+5)2  (p+5) (p+10)

F(p) =
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Transformées inverses
Décomposition

Racine complexe simple : Dans le cas d’une racine complexe, il est possible
de raisonner comme dans le cas des racines réelles mais cela
fait apparaitre des coefficients complexes. Il est préférable de
ne travailler qu'avec des coefficients réels. Pour cela, on
réalisera la décomposition en gardant les polynémes du
second ordre au dénominateur.

Ainsi
3
p-(p?+2-p+5)

F(p) =

se décompose sous la forme :

B-p+C

A
Fp)==+—5———
(p) p (p?+2:p+5)
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Transformées inverses
Décomposition
Pour déterminer les coefficients, on peut soit

m résoudre par identification,

m déterminer les coefficients en utilisation la valeur de la fonction en des
points particuliers,

m déterminer les coefficients aprés les avoir isolés.
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Transformées inverses
Décomposition

Par identification :

p+2 A B
(p+5)~(p+10)_p+5+p+10

p+2 __A(p+10)+B-(p+5)
(p+5)-(p+10)  (p+5)-(p+10)

p+2 _ p(A+B)+10-A+5-B
(p+5)-(p+10)  (p+5):(p+10)

il reste a résoudre le systéeme
3
{ A+ B=1 |A="35

=
10-A+5-B=2 B—

Uil o
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equa diff.

Transformées inverses Décomposition en fractions simples Détermination des coefficients

Transformées inverses
Décomposition

Enisolant les coefficients : Pour cela, on multiplie la fonction de transfert
des deux cotés de 'égalité par le polynéme de la racine
concernée. On calcule ensuite, pour le pdle concernée la
valeur de cette égalité.

Ainsi pour
+2 A B
F(P) = oy =+
(p+5)-(p+10) p+5 p+10
Pour déterminer A, on multiplie les deux termes de 'égalité
par (p+5), ce qui donne

p+2 p+5
(p+10) p+10
pour la valeur : p = -5, cette égalité donne directement A
-3
—_A
5

Cette méthode trés pratique fonctionne bien pour déterminer les coefficients
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Tableaux des transformées
Transformées usuelles

Transformées des systéemes du 1¢" et de 2"? ordre
Tableau des transformées
Transformées usuelles
f(t)- H(t) F(p) f(t)- H(t) F(p)
- a
o(t) 1 a-t-H(t) 2
. n n!
6(t - T) e TP t- H(t) W
a 1
a-H(t - e @t H(t
(© . (© ——
1-e 2t 1
a-H(t-T) 2 eTp S H(r) S
p a p-(p+a)
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Tableaux des transformées
Transformées usuelles

Transformées des systéemes du 1¢" et de 2"? ordre
Tableau des transformées
Transformées usuelles
f(t)- H(t) F(p) f(t)- H(t) F(p)
(1—e %) -H(t) 1 e @t sin(w-t)-H(t) @
p(1+1t.p) w?+(p+a)?
n! p
et " H(t e @t.cos(w-t) H(t
O | (001 | o
w ewt e—a)t w
i - t)- CH(t [ —
sin(w-t) - H(t) 02 w2 > (t) p2— w2
p ea)t + e—cut p
-t)- I — —— H(t -
cos(w-t)-H(t) 02 w2 > (1) p2 — @2
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Transformées usuelles

Tableau des transformées
1er et de 2" ordre

Tableaux des transformées

Transformées des systémes du 1°" et de 2" ordre

(0 -H(D) F(p)
%.e—%.H(t) 1+1T'P
(1-e77)-H(t) p-(l"lFT'P)
(t_T+Tt-e_T) H(t) pz.(1l+r-p)
f'eT—zT'Ht(t) (1+i-p)2
(1—(t+r)-%] H(t) p-(1+lr-p)2
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Transformées usuelles

Tableau des transformées
1er et de 2" ordre

Tableaux des transformées

Transformées des systémes du 1¢" et de 2" ordre

f(t)-H(t) F(p)
1 _t _t 1

7(’[1—12) .(e 1—-e 2).H(t) 0+ ap) 1+ 5p)
1 _t _t 1

[ Gy (e e %)) 0 (LT TP (1 +2p)
1 1

—zwot , sin(a)o 1-— 22,1:) . H(t)

— e
wo-V1-2z2

wo? +2-z-wo-p+p?

avecz<1

(1- om0t sinfwo VIt )| 1(0)

V1-2z2

£
onl ™

et ¢ = arccosz

1

P(a’02+2-2~wo~P+P2)

avecz<1
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