Chapitre

3 Modélisation des systemes
linéaires et asservis

3.1 Systémes linéaires continus invariants

Définition : Un systeme linéaire est un systeme pour lequel les relations entre les grandeurs d’entrée et
de sortie peuvent se mettre sous la forme d’un ensemble d’équations différentielles a coefficients
constants®. Les systemes linéaires possedent principalement deux propriétés :

— la proportionnalité;
— l'additivité.

1. Les équations différentielles seront abordées dans la suite du cours et approfondies en mathématiques



3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.1.1 Exemples

Exemple : Oscillateur harmonique horizontal
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Hypothése : Nous considérerons dans un premier temps que le contact masse / support est parfait
(pas de frottements)
Pour établir I'équation qui décrit le mouvement, nous allons appliquer la deuxiéme loi de New-
ton (Principe Fondamental de la Dynamique en Translation) qui s’énonce : Dans un référentiel
galiléen, la variation de la quantité de mouvement est égale a la somme des forces extérieures
qui s’exercent sur le solide :

= d — —
Y Fext = [dtPS/Rg]R = M-ag/R,
8

avec as,r, l'accélération du solide par rapport au référentiel galiléen.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Inventaire des actions mécaniques extérieures :
— Lepoids:ﬁ: -M-g-7;
— la réaction du support E=R-Z;
— Taction duressort T, = Ty - ¥
La deuxiéme loi de de Newton en projection sur I’axe (O, ¥) s’écrit :
Ty =m-Xx(t) avec Ty=—K-({—1{p)

On obtient I'équation différentielle du mouvement :

2
- d=x(t)
de?

+K-x(t) =0

On reconnait une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
Cette équation est une équation différentielle incompléte du second ordre, il manque le terme en
x(t). On obtient la solution de cette équation différentielle en posant

wo = \/% , montrons qu’elle est de la forme :

x(t) = A-cos(wo-t+¢)

A l'amplitude et ¢ la phase a I'origine.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Un exemple légerement plus complexe.

Exemple : Oscillateur harmonique horizontal avec frottements fluides

L'hypothése « sans frottements » est peu réaliste. Afin de les limiter, on intercale entre la masse et le
support, un lubrifiant (huile).

L'effet de I'huile n’est pas négligeable, les frottements ne sont pas nuls et dépendent de la vitesse de
déplacement de la masse par rapport au sol et s‘'oppose a celle-ci :

Fo=—pu-ot) ¥

L'inventaire des actions mécaniques extérieures devient :
= -
— Lepoids: P =-M-g-z;
= —
— laréaction du support R =R - z;
—

N
— l'actionduressort Ty = Ty - X ;

— les frottementsl?h) =—pu-o(t)- X =—pu-x(t) x;
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

La deuxiéme loi de de Newton en projection sur ’axe (O, ¥') s’écrit :
F,+Ty=m-x(t) avec Ty= —K-x(t)

On obtient I'équation différentielle du mouvement :

m-X(t)+p-x(t) +K-x(t) =0
Zx X
m-ddt§t> +y-dd£t) +FK-x(H) =0

On reconnait encore une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
Nous montrerons plus loin que la solution de cette équation différentielle est de la forme :

x(t) = A1-exp(B-t)+ Az -exp(B-t)

avec A; un réel et B un complexe.

En définitive, étudier un systéeme linéaire revient a étudier la solution de 1’équation différentielle a coef-
ficients constants.
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3.2

3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Propriétés des SLCI

3.2.1

Définition :

Principe de proportionnalité

Si y(t) estla réponse a I'entrée x(t) alors A - y(t) est la réponse a A - x(t).

x1(t) X i (t) () =A-xa(t),  a(t) =A-yl(t)
—— | Systéme Systeme

S

1 S =l Al ady (1)

/J L\T/
— 1| 2N =LAl 3 (1)
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Ficure 3.1 — Proportionalité
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Dans un systéme linéaire, 1'effet est proportionnel a la cause (figure @). L'effet de proportionnalité n’est
effectif que lorsque le systéme a atteint sa position d’équilibre ou que le régime permanent s’est établi.

La caractéristique Entrée / Sortie d"un systéme linéaire est une droite dont la pente est appelée gain du
systeme.
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Ficure 3.2 — Comportement en régime permanent

La réponse, en régime définitif (en régime permanent) d'un systéme linéaire & une entrée donnée est un
signal de méme nature que l'entrée. Sur la figure B.2 on constate que la réponse en régime établi a une
entrée sinusoidale de fréquence f est aussi une sinusoide de méme fréquence mais déphasée et avec une
amplitude différente.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.2.2 Additivité - principe de superposition

Définition : Siy;(f) est la réponse a l’entrée x;(t) et y»(t) est la réponse a I'entrée x,(t) alors, y1(t) + y2(t)
est la réponse a I'entrée x1 () + x2(t)(figure B.3)

Les principes de proportionnalité et de superposition vont nous permettre, connaissant la réponse d'un
systeme a des sollicitations simples de déterminer par additivité et proportionnalité la réponse a des solli-
citations plus complexes.

x2(t) + x1(t)
,l/// y (t + ZZE?
yd 2
//
T AT 7a69)
v % (f)
/4%
Pt |

Ficure 3.3 — Principe de superposition
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.2.3 Systémes continus

Un systeme est dit continu lorsque les grandeurs physiques qui le caractérisent, évoluent de maniere
continue en fonction du temps.

On oppose les systemes continus aux systémes discrets et aux systémes numériques pour lesquels 1'évo-
lution d"un état a un autre se fait par « saut » d’une valeur a la suivante.

3.2.4 Systémes invariants

On dit qu'un systéme est invariant lorsque les caractéristiques du systeme ne se modifient pas dans le
temps.

Remarque : Les systémes réels ne sont ni linéaires, ni continus, ni invariants. Il est en général souvent pos-
sible de modéliser correctement le systéme afin que celui ci puisse étre considéré comme linéaire, continu
et invariant dans la zone d’étude.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.3 Principales non-linéarités

Les systémes physiques présente en général des non linéarités, ainsi si nous reprenons le premier exemple
de l'oscillateur harmonique en ajoutant un frottement solide (frottement sec) qui s'oppose avec un effort
constant au déplacement, le systeme n’est plus linéaire.

Exemple : Oscillateur harmonique horizontal avec frottement sec

{="0y+x

K- x(t) —sgn (x(t)) - Ff = m - X(t)
m - X(t) +sgn (x(t)) - Ff + K- x(t) =0

Cette équation n’est plus une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficient constant.
Elle est non linéaire.

Malgré tout, dans ce cas 13, il est encore possible de résoudre cette équation en 'étudiant par mor-
ceau suivant le signe de la vitesse (¥(t)).
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

(a) seuil (b) saturation (c) courbure (d) hystérésis

Ficure 3.4 — Non-linéarités

Seuil : Un systéme présente un seuil si la sortie n’évolue que lorsque 1'entrée dépasse une valeur minimale
(seuil). Les seuils ont souvent pour origine des frottements secs.

Saturation Un systéme présente une saturation lorsque la sortie n’évolue plus au-dela d’une valeur limite.
Ces saturations sont dues soit aux limites mécaniques du systéme (butées) soit aux limites des inter-
faces de puissance (saturation des amplificateurs opérationnels).

Courbure : La quasi totalité des systemes présente des courbures plus ou moins prononcées.

Dans la plupart des cas le systeme est approché par une droite passant par 'origine, mais il est aussi
possible de linéariser autour d'un point de fonctionnement.

Hystérésis : Un systeme présente une réponse avec une hystérésis lorsque le comportement est différent
suivant le sens d’évolution de la variable d’entrée.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.4 Etude des systémes linéaires

L'étude et la caractérisation des systemes linéaires ne passent pas obligatoirement par la résolution de
I'équation différentielle surtout qu'il n’est pas toujours possible de résoudre celle-ci.

Nous allons voir dans un premier temps les principes de la résolution des équations différentielles avec
les outils mathématiques classiques puis en utilisant la transformation de Laplace qui permet de travailler
dans un espace dans lequel les équations différentielles sont représentées par des polyndmes.

3.5 Description par les équations différentielles

Un systéme dynamique linéaire peut étre décrit par une équation différentielle a coefficients constants
liant les grandeurs d’entrée et de sortie.

L'équation générale d"un systéme linéaire est de la forme :

dny() Ayl dy(t) _anx | dvlx(y

b ar" ‘f’bmle-l- +blT+bO y(t) = an ar’ ‘f‘ﬂnle
dx(t

+'--+a1ﬂ _|_a0.x(t)

dt
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

on note :
dfiit) =y(t) dérivée 1™ de y(t) par rapport au temps
d2y(t) . o
2 - y(t) dérivée 2nd de y(t) par rapport au temps
d"y(t)

dérivée n™¢ de y(t) par rapport au temps

dt"

Pour les systemes réels, m > n (principe de causalité E)
A partir de cette représentation il est possible de déterminer I'évolution temporelle de la sortie en résol-
vant I’équation différentielle.

3.5.1 Principe de résolution

Nous n’allons pas ici faire un cours de math, juste montrer les principes de la résolution dans des exemples
simples.

On considere deux formes d’équations différentielles a coefficients constants, les équations sans second
membre, et celle avec second membre.

2. La cause précede toujours effet. Nous verrons plus loin dans le cours
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

équation sans second membre :

d?s(t) ds(t)
a2 +b- dt +c-s(t)=0
équation avec second membre :
d?s(t) ds(t)
a- 12 +b- at +c-s(t) =e(t)

Résoudre une équation avec second membre commence par résoudre une équation sans second membre
puis il faut rechercher une solution particuliére égale au second membre.

a) Equation différentielle du premier ordre sans second membre

Pour une équation différentielle du 1°" ordre,

ds(t) |
T4 +s(t) =0
la réponse est de la forme :
s())=A-e+

avec A une constante déterminée en fonction des conditions initiales.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Activité 1 - Equation différentielle du premier ordre
Corrigé page ??

ds(t)
dt

Q1. Vérifier que s(f) = A - e~ est solution de T - +s(t) =0.

b ) Equation du second ordre sans second membre

.. d?s(t) ~ds(t)
de? dt

+c-s(f)=0

Montrons qu’une solution est de la forme
s(t) = A-e"" avec A réel et r réel ou complexe

existe.
ds(t d?s(t
Remplagons s(t) dans 1’équation différentielle, avec ;i ) =A-r-elet dstg) =A-r*-et

a-A-rret4b-Ar-et4c At =0
A-(a-r?+b-r4c)-e'=0
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Cette égalité n’est nulle que si r est solution de I'équation du second degré :
a-r*+b-r+c=0
On appelle cette équation, I’équation caractéristique de 1’équation différentielle.

Si

~b+VA
— et

— A=10b*—4-a-c> 0alors il existe deux racines réelles : r; = 5
-a

—b—+VA

Ty = S La solution est alors de la forme :

s(t) = Ay -evt+ Ay - !

— A =1b*>—4-a-c <0alors il existe deux racines complexes conjuguées :

b VIBL b= V/IA]
1= 2-a et = 2-a

. La solution est alors de la forme :
s(t) = Ay -evt+ Ay - e!

Remarque : I'exponentielle complexe : e/ = cos6 + j - sin 6.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Comme les solutions sont réelles, il est d'usage d’écrire :

b
5t A : A
=¢ 2- . . . . .
s(t)y=e 2-a (Al COS(Z-a t) + A Sm(Z-a t))
b, STAT
s(t)y=A-e 2-a -cos(z!a|-t+cp>

—b
— A = 0, alors I'équation a une racine réelle double r; = S On montre que la solution de 1’équation

différentielle est alors :
s(t) = (Ay-t+ Ap) -e?

On le voit, on pourra étudier le comportement d"un systeme linéaire a partir de la réponse temporelle.
Mais cette méthode est peu utilisé en automatique, on préfere utiliser une autre méthode, la transformation
de Laplace.
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Exemple : Enceinte chauffée

Le systeme représenté figure est chargé de
maintenir la température d"une enceinte Le chauf-
fage est assuré par un échangeur thermique, la
vanne v, permet de réguler le débit du fluide ca-
lorifique dans 1’échangeur. On note :

— «(t) : 'angle d’ouverture de la vanne.
— q(t) : débit dans 'échangeur.
— 01 : température en sortie de ’échangeur.

— 0 : température dans 'enceinte

3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Ficure 3.5 — Echangeur thermique

La loi de fonctionnement de la vanne est caractérisée par 1’'équation

q(t) = ko - a(t)

donnant le débit en fonction de I’angle d’ouverture (le débit est proportionnel a 'ouverture de la

q(t);

vanne).
Les deux autres équations caractérisent le transfert de chaleur :
do(t
— dans l'échangeur : 61 (t) + 17 - c;t( ) =k -
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

dflf) — ko 0 (8).

On suppose que toutes les conditions initiales sont nulles.

L'entrée du systéme est ’angle d’ouverture de la vanne «(t) et la température de 1’enceinte 6, la
sortie.
Q1. Ecrire I'équation différentielle donnant 8() en fonction de «(t). Quel est 'ordre de la fonction de
transfert?
Q2. De quelle forme est la solution si a(t) = &g une constante a l'instant t = 0. Résoudre 1’équation

différentielle.

— etdans l'enceinte : 6(¢) + 1 -
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Exercice 2 - Moteur a courant continu - équation différentielle
Corrigé page ??

Le comportement simplifié d"un moteur a courant continu peut étre décrit par les équations suivantes :
u(t) = R-i(t) +e(t)
u(t) :la tension d’alimentation, i(t) : le courant et e(t) la force contre électromotrice.

dw(t)

J dt = CM(t)

w(t) :1a vitesse de rotation du moteur, Cy,(f) : le couple moteur.

Q1. Donner I’équation différentielle donnant la vitesse de rotation w(t) en fonction de la tension d’alimen-
tation u(t).
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.6 Description par la transformation de Laplace

L'utilisation de la transformée de Laplace pour la résolution des équations différentielles, a été développée
par Heaviside. Nous allons, en préalable a cette partie nous intéresser a la transformation de Laplace

3.6.1 Transformation de Laplace

a ) Définition

Soit f une fonction de la variable réelle t définie sur IR et supposée nulle pour t < 0, on appelle transfor-
mée de Laplace de f, la fonction F définie par :

Fip) = [ et

avec p une variable réelle ou complexe.
On note :

avec F(p) la transformée de Laplace de f(t).

Remarque :: En France, on utilise préférentiellement la variable p mais les pays anglo-saxons utilisent
plutdt la variable s. Il est d'usage de noter les transformées de Laplace par une lettre majuscule.

En automatique, on n’utilise que la transformée de Laplace restreinte qui ne s’applique qu’aux fonctions
causales (c’est a dire aux fonctions f(t) telles que f(t) = 0 pour ¢t < 0).
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Pour transformer une fonction quelconque en fonction causale, on la combine avec la fonction existence
t<0: H(t)=0

t>0: H(t)=1

Ainsi on ne calcule pas la transformée de Laplace de cos(w - t) mais de H(t) - cos(w - f) .

ou fonction de Heaviside notée H(t) et définie par :

Conditions d’éxistence Il sortdu cadre de ce cours de préciser les conditions d’existence de la transformée
de Laplace.
On pourra admettre que la transformée existe si

— f est continue et bornée sur [0, +oo, alors la transformée de Laplace F existe pour tout p > 0. En effet,
dans ce cas :

£(H)-e V| < M-e "

et I'intégrale de e_j; est convergente.

b ) Propriétés

Les trois premieres propriétés sont évidentes et déduites des propriétés de 1’exponentielle et de 'inté-
grale.

Unicité : a une fonction temporelle f(t), il correspond une transformée de Laplace F(p) unique et réci-
proquement
Additivité :
L(f(1)+8(1) = LF(1) + L (g(t)) = F(p) + G(p)
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Linéarité :
L(a-f(t)+0b-g(t))=a-L(f(t)+b-L(g(t))=a-F(p)+b-G(p)

Les suivantes sont celles qui justifient 1'utilisation des transformées de Laplace dans 1’étude des systémes
linéaires.

Dérivation :

— dérivée premiére :

— dérivée seconde :

(£

L) =i F ) = p-£0) - O

Si le systeme est dans les les conditions de Heaviside, c’est a dire f(0) = 0, f (0T) = 0 et toutes les

dérivées en 0 sont nulles, alors :
df(t)\ _
c(4) =per)

£ <d2diz(t)> =p*-F(p)

— dérivée premiére :

— dérivée seconde :

S Lycée Charlemagne-Paris 23



3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Dans les conditions de Heaviside, dériver dans le domaine temporel revient a multiplier par p dans
le domaine symbolique (domaine de Laplace).

Intégration :

E(/Otf(x)dx):Fgf)Jrio

en posant: g(t) = /Otf(x)dx etg(0") = A

Dans les conditions de Heaviside (g(07) = 0) cette relation devient :
t
L (/ f(x)dx> _Fp)
0 p

Dans les conditions de Heaviside, intégrer dans le domaine temporel revient a diviser par p dans
le domaine symbolique.

Théoréme de la valeur finale
Si la fonction f(t) est une fonction convergente (elle posséde une limite) alors :

lim f(t) = limp - F(p)

t—-+oo
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Théoréeme de la valeur initiale

Si la fonction f(t) possede une limite en 0, alors :

lim f(f) = lim p-F(p)

t—0 p—>+o0
Théoréme du retard :

L(f(t—T)=e""-F(p)

¢ ) Quelques transformées

Echelon f(t) = A-H(t): A une constante et H(t) :
la fonction de Heaviside.

F(p) = [_A -e”"t} oA l '

FiGure 3.6 — Echelon d’amplitude A
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Créneau Pour déterminer la transformée de ce si-
gnal, on le décompose en deux fonctions : A
f1(t) est une fonction échelon et f,(t) est une fonc-
tion échelon retardée d’amplitude opposée a celle de
fi(t),onadonc fo(t) = —f1(t — 1) [
{ T
f(8) = A+ fa(t)
ft)=filt) + —fa(t—1) Ficure 3.7 — Créneau
A A A A A
fi
t t o, T t
vt of
f2

Ficure 3.8 — Créneau

On peut donc déduire, a partir de la transformée de Laplace d"un échelon et du théoréme du retard la
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

transformée d’un créneau :

L(fi(t) = filt = 7)) = L(AH) = L (it = 1))
A A-e TP _ A (1 —eiT'P)
p p p

5
=
||

Impulsion de Dirac Pour réaliser ce calcul, on mo-
délise la fonction de Dirac par le graphe ci-contre

_9 T
définiepar:{ 0<t<e ()= <

€

sinon, o(t) =0

Limpulsion de Dirac est obtenue en faisant
tendre e vers 0.

On peut reprendre le calcul précédent en posant
o

A = — et en faisant tendre e vers 0 :
Ficure 3.9 — Implusion de Dirac

£(6(1)) = lim e_lp (1— o)

A partir du developpement au premier ordre de

(OROIO) Lycée Charlemagne-Paris

BY SA

27



3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

7 . . . X
I'exponentielle : e* =1+ T o(x)
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Rampe f(t) = A-t-H(t)avec H(t)la fonction de
Heaviside.

Pour résoudre, il faut utiliser l'intégration par
partiesH :
Ju-vdt=u-v— [u'-ovdt

{ u(t)=t, o(t)=e?"
avecici ¢ ... B _e*”'t
u(f)y =1, o(t) = ;

F(p) = /;oo e PTA -t H(E)dt

F(p)=A-[t- _epp't];w —A-/O
Fp) —0+a-[5] 7= 4

3. lintégration par parties sera vue en math

(OROIO) Lycée Charlemagne-Paris
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Ficure 3.10 — Echelon

+o0 _efp't

dt
p
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Tableau des transformées Les tableaux ci dessous présentent les transfomées des principales fonctions.
Il est utilisé aussi bien pour déterminer la transformée que la transformée inverse.

£ A1) E(p) (8- H(D) F(p)

5(t) L (1-e75) - M) p(l +1 .p)
5(t—1) e et H(t) T _'_n;)n—&-l
a-H(t) ; sin(w - t) - H(t) 2 j_}wz

a-u(t—1) ;-6”’ cos(w - t) - H(t) pszz
0t A pz s ) K |
() o e ttcos(w ) MY | s

() ; i - ! _26_“” H(t) T

: _:_at Mo p (rfl+ a) = ZM Mo p? fwz
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Transformées des systémes du 1¢ et du 2" ordre

f(t)-H(¢t) F(p)
1 1
e T H(t) 1—|—£L’-p
(1-e) ) (RS
(t-7 ( o)) Pt
% t) 1
(1+7-p)?
1—(t+71) ;
p-(1+7-p)
1 (e h e T2 1
(0 —1) - ) (1+ TlP)l(l + Tp)
(1 +1(71_T2)' <Tl.e_? —Tz.eTZ)) ~H(t)

ﬁeizwot N Sin ((UO V ]. - Zz.t> N H(t)
wo - —Z

p- (11+ np) (1+ wp)

avecz < 1

1 1 —zwot | o3 _ 2. .
w%<1—me 0 sm(wox/l z t+(p)> H(t)

et ¢ = arccosz

w2 +2-z-wpy-p+ p
1

p(wo2+2-z-wp-p+ p?)

avecz <1

@O0
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Transformées inverses Soit F(p) = L(f(t)) la transformée de Laplace d'une fonction f(#). On appelle
transformée de Laplace inverse, ou original, de F(p) la fonction f(x). On note :

f(t) =L (F(p))

La transformation de Laplace inverse consiste a rechercher la fonction temporelle qui correspond a une
fonction F(p) donnée.

Lorsque la fonction F(p) est sous la forme d’une fraction rationnelle en p, la méthode a utiliser est la
décomposition en éléments simples puis a rechercher dans le tableau des transformées la fonction tempo-
relle de chaque fraction rationnelle. La transformée inverse de F(p) est la somme des fonctions temporelles
élémentaires.

Tout polyndme posséde et / ou : des racines nulles, des racines réelles, simples et / ou multiples, des
racines complexes, simple et / ou multiples.

Ainsi un polynéme du troisieme ordre D(p) = a3 - p> +az - p> +ay - p! + 1, en fonction des racines pourra
se mettre sous la forme suivante :

— 3 racines réelles distinctes : D(p) = (1+A1-p)- (1 +A2-p)- (1 +A3-p)
— 1 racine réelle double et un racine réelle distincte :D(p) = (1+ A1 - p)?- (1+ A3 p)

— 1 racine réelles et deux racines complexes conjuguées: D(p) = (1+ A1 -p) - (1+ A2 p+ Az - p?)

Ainsi, dans le cas général, le polyndme du dénominateur peut donc se mettre sous la forme d"un produit

32 Lycée Charlemagne-Paris (DO

BY SA



3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

de fonctions du premier et du second ordre :

1 l+a-p+ay-p>+- +am p"
P a

H(p) = K’ v .
P (=) T (G - ) ) TT ()

p*: racines nulles d’ordre «,

H (p - cj) e racines réelles multiples d’ordre «;,
]

. o
| (( p— al)z + b12> ': racines complexes multiples d’ordre a;,
)
I1(p* + b,z)“" : racines imaginaires pures multiples d’ordre ay.

k
Nous allons traiter les différents type de racines et d’ordre a partir d’exemples

Racines réelles simples Si la fonction de transfert ne présente que des poéles réels simples, la décompo-
sition s’écrit comme la somme des fractions simples de chaque pole.

p+2 p+2

F — ey
(p) 2115 p+50  (p+5)-(p+10)

sa décomposition en fractions simples est donc de la forme suivante :

A B
T p+5 p+10
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Racines réelles multiples Dans le cas de racines réelles multiples, la décomposition en fractions simples
de la racine multiple est la somme des fractions simples des puissances décroissantes.
Pour

F(p) = p+2 . p+2
Pl 8120 p2+125-p+250  (p+5)2-(p+10)

la décomposition en fractions simples s’écrit :

A . B . C _ 3 8 8
p+5?2 (p+5) a

F(p):( (p +10) _5-(p+5)2_25-(p+5)+25-(p+10)

Racine complexe simple Dans le cas d'une racine complexe, il est possible de raisonner comme dans
le cas des racines réelles mais cela fait apparaitre des coefficients complexe.ll est préférable de ne travailler
qu’avec des coefficients réels. Pour cela, on réalisera la décomposition en gardant les polyndmes du second
ordre au dénominateur.

Ainsi
3
F —
N RS AR
se décompose sous la forme :
A B-p+C 3 -3-p—6
F = — —=
W= 2 pis) 5 5 (Fr2 i)
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Détermination des coefficients Pour déterminer les coefficients, on peut soit
— résoudre par identification,
— déterminer les coefficients en utilisation la valeur de la fonction en des points particuliers,

— déterminer les coefficients apres les avoir isolés.

Détermination de la solution Pour déterminer la solution, il ne reste plus qu’a rechercher dans les tableaux
des transformées inverse, la transformée inverse de chaque fraction simple.

Activité 3 - Détermination des coefficients des décompositions en fractions simples
Corrigé page ??

Q1. Verifier les coefficients des décompositions ci-dessus.
Q2. Déterminer les fonctions temporelles correspondantes.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.6.2 Utilisation pour la résolution d’équations différentielles

La transformation permet de ramener 1'étude des équations différentielles dans le domaine temporel, a
une étude d’un polyndme dans le domaine symbolique.

Soit I’équation différentielle du deuxiéme ordre a coefficients constants

d?s(t)
dt?

ds(t)

b2 dt

+bh

+bg-s(t) =e(t)

On considére que les conditions initiales sont nulles pour s(t) et ses dérivées. Si ce n’est pas le cas, en
général un simple changement de variable permet de se placer dans le cas de conditions initiales nulles.

On pose :
E(p) = L (e(t))
S(p) = L(s(1))
e[S ) sty
s
L (ddtgt)> =p*-S(p)
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

En substituant :

by (p*-S(p) +b1-p-S(p) +bo) - S(p) =
(b2 p*+b1-p+bo)-S(p) =

1

S(p):bz'pz—f—bl'}?—f—bo.

E(p)

La transformation de Laplace transforme 1’équation différentielle en une équation algébrique. La réponse
temporelle est obtenue en recherchant la transformée inverse de la fraction rationnelle.

Ce résultat est important, il permet de montrer que dans le domaine symbolique, la sortie (la solution de
I’équation différentielle) s'obtient comme le produit de :

— la transformée de Laplace du signal d’entrée : E(p) = L (e(t))

— et d’une fraction rationnelle.

On appelle H(p) la fonction de transfert du systéme linéaire :

On utilisera pour représenter le systéme, une représentation graphique, le schéma bloc :
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

E(p) 1 S(p)
bz'p2+b1'p+b0

La transformation de Laplace transforme 1’équation différentielle en une équation algébrique. La réponse
temporelle est obtenue en recherchant la transformée inverse de la fraction rationnelle.
Il faut encore préciser l'entrée e(t) et sa transformée de Laplace, ainsi si

E

— l’entrée est un échelon e(t) = Ej - H(t) alors E(p) = ?0
1 E,
S(p) = "
() by - p>+bi-p+by p

— l'entrée est une rampe e(t) = a -t - H(t) alors E(p) = ;2
1 a
S(p) = L

I . . w
— une entrée sinusoidale e(t) = Ay - sin(wy) alors E(p) = PR

1 w

Sp) = by p2+bi-p+by pP+a?

On constate sur ces exemples que S(p) est une fraction rationnelle qu'il suffit de décomposer pour obtenir
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

la transformée inverse.
Nous allons le montrer sur un exemple.

Exemple : Enceinte chauffée - transformation de Laplace et schéma blocs

On reprend 1’'exemple de I’enceinte

Le systéme représenté figure est chargé de
maintenir la température d"une enceinte Le chauf-
fage est assuré par un échangeur thermique, la
vanne v, permet de réguler le débit du fluide ca-
lorifique dans "échangeur. On note :

— a(t) : 'angle d’ouverture de la vanne.
— g(t) : débit dans I'échangeur.
— 01 : température en sortie de "échangeur.

— 0 : température dans I'enceinte

Vanne
N
ﬁé |
“4,/ 91
Pompe
O

Ficure 3.11 - Echangeur thermique
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Les équations :

el(t)+r1-d9£t<t) — k- q(t)
o(t) + T dgit:k 0.(1)

On suppose que toutes les conditions initiales sont nulles.

On note : A(p) la transformée de Laplace de «(t) et Q(tp), O(p) et ©1(p) respectivement les trans-
formées de g(t), 0(t) et 61 (f).
Q1. Ecrire la transformée de Laplace de chaque équation.
Q2. Représenter a 1'aide d'un schéma bloc la relation entre @(p) et A(p).

Q3. Donner la relation donnant ®(p) en fonction de A(p). en déduire la fonction de transfert G(p) =

O(p)

A(p)
Q4. Déterminer 6(f) pour a(t) = ag - H(t).

La transformée de Laplace permet donc de résoudre les équations différentielles a coefficients constants.
Cette méthode ne permet pas de résoudre d’autres équations que celle que 1'on pourraient résoudre par

la méthode classique, par contre elle permet de prendre en compte rapidement les conditions initiales et
surtout les signaux d’entrées composés.
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.7 Fonction de transfert — Transmittance

Un systeme dynamique linéaire est décrit par une équation différentielle a coefficients constants liant les
grandeurs d’entrée et de sortie.

d" y(t) d"1y(t) dy(t) d" x(t) d" ! x(t)

bm dtm + bm—lW + tet + blT + b() . y(t) - an dtn + an_]W
dx(t

+-+a di)-l-b‘lo-x(t)

On se place dans les conditions de Heaviside (toutes les conditions initiales sont nulles).

On pose : £ (x(t)) = X(p) et £ (y(t)) = Y(p)
En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de 1’égalité les conditions initiales étant
nulles.

<bm'pm+bm71'pm_l+"'+b1'p+b0) Y(p) = (un-r?”ﬂnfl-p"‘1+---+a1-p+ao) -X(p)
ce qui permet d’écrire

p Py p" T 4 daptag
by - p" +byq - p" L+ by p+ by

Y(p) = X(p)
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

On appelle

H(p) = Y(p)  an-p'Fana-ptl+ar-p+ag
X(p)  bwp" A buoa-p" 4D ptbo

la fonction de transfert (ou transmittance) du systéme.

Dans le cas des systemes physiques, le degré du dénominateur est supérieur au degré du numérateur :
m > n.

3.8 Forme canonique

Il est toujours possible de mettre la fonction de transfert sous la forme suivante dite forme canonique
avec:

Hp)y = NW) _ g N e ptanap o tapt]
D(p) P“Dl(p) pD{ (bmpm+bm_lpm—l+.+b1p+1)

avec
— N(p) : un polyndéme en p avec N(0) = 1;
— D;(p) : un polyndéme en p avec D;(0) = 1;
— K :le gain de la fonction de transfert;
— « : la classe de la fonction de transfert.

Pour les systemes du premier et du second ordre, on mettra les fonctions de transfert sous la forme :
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

Premier ordre

K
H = —
1p) 14+7-p
avec K le gain statique et 7 la constante de temps.
Second ordre
K
Hz(p) = 2
Wy w?

avec K le gain statique, ¢ le coefficient d’amortissement et w,, la pulsation propre.

3.9 Schéma bloc

A partir de la fonction de transfert, on établit le schéma bloc du systéme

X(p) H(p) Y(p) XP) | ay-p"+an_1-p" '+ +a-pta | YP)
P bm'pm+bm_1'pm71+"'+b1'p+b0

soit
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3 Modélisation des systémes linéaires et asservis

3.10 Poles et zéros

On appelle
zéros : les racines de N(p) = 0, le polygone du numérateur.

poles : les racines de D(p) = 0, le polyndme du dénominateur
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