Sciences Industrielles Dérivation vectorielle Papanicola Robert
Lycée Jacques Amyot

| - DERIVATION VECTORIELLE

A. Dérivée d'un vecteur mobile par rapport a un repére:

_—

A #0 Soit V(u) un vecteur quelconque définit dans
P(x(u)y(u),z(u)) la base Bo
A V(©) = X+ y(u). jo+ 2(u).k,

© Le vecteur OP est un représentant du vecteur

V(u) .

) ;,>0 Le point P décrit la trajectoire de P dans le repére
X Ro

Le point P a pour coordonnées x(u), y(u), z(u).

0

_

On appelle dérivée du vecteur V (u) par rapport a u relativement a la base By le vecteur noté:
d —= dx(u) » dy(u) > dz(u) >
\Y A+ ot K, .
{ (u) } au o Jo au e
Si les fonctions x(u), y(u), z(u) admettent des dérivées d'ordre n il est possible de définir le
vecteur dérivé d'ordre n

{dd"n V—(lﬂ d"xu) » d"y@u) » d"z(u) > P

L A A

1. Propriétés
_ _

Soient V,(u) et V,(u) deux vecteurs définis par leurs composantes dans la base By
Soient 4,(u) et 4,(u) deux fonctions scalaires de u dérivables

(_)n montre
d[Vl(u) +V, (u)j ) q \Z(J; ) q \Z(GS
du - du du

L Ro

() Vo) + 4, (1) o \T(ES} e [dv(u)} SO {d \Tjﬁi} L0 7

du du

Dérivée du produit scalaire

EoE \/(uS] {dvu} Ve [ v<>]
du

0

du du

Dérivée du produit Vectoriel

d(V_(JSAV_(GS _ d Vi(u) AV, () + V() A d v,
2 1 du

du du
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2. Cas particuliers

R

a) Dérivée d'un vecteur V (U) de module constant

Soit \T(J) un vecteur fonction de u mis dont le module est constant
2

V() =Cte=V(u)s V()
on a donc
AV VW) | o | AVE) | G vl YO | g
du du
donc : 0 0 0
dV(u) o\/—(J)>—0
du

R
or les deux vecteurs n'étant pas nuls on en déduit que les deux vecteurs sont
perpendiculaires.
Le vecteur dérivé d'un vecteur unitaire est donc un vecteur orthogonal a ce vecteur.

B. Vecteur vitesse de rotation d'un repere en mouvement par rapport a un autre repere.

1. dérivation d'une base dans une autre: vecteur rotation.

Soient By et B; deux bases orthonormées

A zo directes

- o

Les vecteurs unitaires de Bo sont notées: j,, j,,

ko ,.L'origine est notée O

Les vecteurs unitaires de By sont notées: j,, j,,

k - .. .
ki ,.L'origine est notée Q1
A Les vecteurs unitaires j,, j,, ky, et l'origine Q1
sont des fonctions de u.
x0
L i, i k.
On cherche a exprimer h , ﬂ , L
du du du
R R R

N

di, , . N

9 est un vecteur que I'on peut exprimer dans n'importe quelle base.

u
R

—

di e N >
Dans la base Bg les composantes de d—l sont les dérivées par rapport a u de j;, dans Bo. I
u

R

est aussi possible de I'exprimer dans la base B;, ainsi ;
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L Ro

L Jr,

L dRr,

N

> o

Dérivation vectorielle

—a(u)ei,+b(u)s i+ c(u) ek,
—d(u)ei,+e(u)e .+ f(u)ek

= g(u)ei,+h(u)e j,+1(u) ek,

Papanicola Robert

Lycée Jacques Amyot

Les vecteurs : j;, j,, ki ,etant unitaires on a:

42

L

de méme

2

et

2

ky

les vecteurs :

b=-d=r
-c=g=g
f:-h:p

h ==,

k| K
d

N

d

\

d

Qo
C | e

—

u

-> -

ir, J;» ki,s0ntorthogonaux deux a deux

di;
du

1

=0 donc

Ro

-

Ly

=0 par suite

Ro

N

okt je

Ro
on pose habituellement

dj,
du

dR,
dk
du

L JRy
dk,
du

ot di,
d

-

u
Ro

=0 parsuite e=0

=0

=0 onadoncb=-d

=0 onadoncc=-g

=0 onadoncf =-h

Ro

on appelle Vecteur rotation de B1/By le vecteur noté

>

Ri/R,

R

. . di

d'ou les expressions de | — |
u

28/10/03

>

= Q1/0 =p-

>
i+q-

N

Ji+ Tk

N

R

dj
du

dk,

du

Cinematique du solide

sont orthogonaux donc :

, en fonction de Q,,
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di, di,
Iy > - I > 2
=re J q ° k = Q N
dU 1 1 dU 1/0 1
L Rg = Ro
dj, o - dj > 2
=—rei+ pek onconstate que Q0 A
du du
L R, L IR,
dK | e
— - > —>
: =qei,—pej : DN
du du
L R, L 1R,
2. Détermination du vecteur rotation
a) cas général

N
> | di > S N i Wi S b T
A dul T WAL Qg Ay =0 @ Q=110 Qo = Q110 Q) Jely

Ro

e Ing -7 d? e g
LA d_l =qej+rek jA d_l‘,lll = pei+rek et
Ry Ro
- dl? > 2
kl/\|:dul] =pel+(e
Ro

on a donc en additionnant les trois relations membre & membre

di, dj dk,
> 1> i e ] -
Q,, =5 i, A d_ul + A _dul +k A _dul
Ro Ro Ro
b) Cas particulier d'un repére ayant une direction fixe par rapport au repére de
référence:
YU A Rotation plane de deux bases une par rapport
a l'autre.
0 est un fonction de u
ona
> nd ?
I, =cos(@(u)) ei,+sin(@(u))e j,
f en simplifiant la notation
o) ) > nde ?
— I, =cos@ei,+sinde j,
10 i1 ot
- - —
o %i‘b <0 j,=-sin@ei,+cosde j,
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ai :—d—eosineoier—eocosHo]O
du du du
L 0
di :_d_eocoseoiJr—d—Hosin@Oj_;
| du |, du du
K =k, donc k| g
du
0
> 1l r - dr - dl?
Q== A ul + d_ul +k; ul
Ro Ro Ro

1 o > do . > dée e
Q. =3 (COSHOIO+SII’16’Ojoj/\[—aosmeﬂ(ﬁaOCOSHO jo]

, > g dé o de . >
+(—sm90|0+cos¢9- jo)/\(—mocoseﬂ(ﬁ—aosmﬁo jO)J

Ql,; =£(d—eocosze+d—eosin20+d—eocosz<9+d—eosinzejol?0
2\ d d d d

u u u u
Le vecteur rotation d'une base par rapport en une autre en rotation plane est porté par I'axe
. > de >
autour duquel s'effectue la rotation : Q,,, =—ek,
C. Dérivation composée d'un vecteur mobile par rapport & deux repéres:
V—(J) , un vecteur fonction de la variable u, A 50
on connait I'expressions de ce vecteur dans la
base R1
V(u) =x(u).i,+y(u) j,+z(u).k
. x1
. Vv -
On recherche une relation entre a V) et
u —
1 (9
d V(u) 5
du i
L 0
on sait par définition que
B _— - - - x0
4 v } _ax(u) . dy@) 7 dz) o
du . du du du

de méme (d'apres les propriétés)

[d V@) } _ {d(x(u).ia1 +y(u).j, + z(u).El)

du du
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dV(u)} d);(uu) X(U){ |l dy(u) (u){djllJrdz(u).Eﬁz(u).h_IEl

du du do

A partir de la relation précédente et de la définition du vecteur rotation

dv) | dxu) - dy@u) - dz(u) - di; dj, dk,
a =~ du &+ i g+ ” .kl+x(u).[dul+y(u). dulﬁz(u){du l

v | _|ave) d d ok
@ [ @ ]+x(u){dul+y(u){dul+z(u){du i

Les dérivées des vecteurs d'une base R1 par rapport a une base RO sont connues.
>

di | — - |dj - > ldk S
d_ul} =Q Al {d_ul] =Q Ajy, et [d_ul] =Q,, ~k
L Ro R Ro

v | dve
B du

i +X(U). Q) Al+Y(U). Q) A Ji+2z(u) Q) Ak,

>

+ Ql/o /\(X(U).r + y(u). ]2 + Z(u)'El)

AV | dv@
du | du

D ou la relatlon

V@ {dW6]+Q;AW6

du du

1. cas particuliers

*Si V (u) est un vecteur constant de R1, x1, y1, z1 sont des constantes qui ne dépendent pas
deu

lave | _ 57 v
donc.{ i } =Q,, AV(u)
0

* Si R1 est en translation par rapport a RO alors Q(1,,) =0

dvu) | |dv)
du B du

D. Composition des vecteurs vitesse de rotation
—_— _—
dV(u dV(u > =
() = w) + Q0 AV (U)
du du
L _0 1

du

L 1

9V {dW6}+Q>Awﬁ
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AzO

x0

On peut déduire des deux premiéres égalités

- 2/1 1/0

du du

0 2

TOR N LATOR R

D'ou la relation entre les vecteurs rotations Q,,,

1. Application: angles d'Euler.
A zo

Lycée Jacques Amyot

A V(u)

d V(@) v | — ——
= +Q, AV
du du 210 W
0 2
= QZ/l + Q1/0

Un solide dans I'espace peut étre positionné
par 3 translations et trois rotations.

Pour positionner ce solide on lui associe un
repere.

Les trois translations peuvent étre caractérisés
par les coordonnées de l'origine du repere

Les trois rotations par trois angles.

Le choix le plus courant est celui des angles
d'Euler.
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a) Détermination des angles d'Euler.

On défini, O,x1= "ligne des noeuds",
% I'intersection du plan (x0,0,y0) et (x3,0,y3)
on pose

A

Yo (xo, le = angle de précession.

Cet angle permet de positionner la trace du
plan (x3,0,y3) dans le plan (x0,0,y0)

A On definit le repére

Yo R1 (O, x1, y1, z1) avec z1=z0 et y1 pour que
le repére soit orthonorme.

L'axe Oz3 se trouve dans le plan
perpendiculaire a Ox1 passant par O. Ce plan
contient Oy1 et 0z1=0z0

Y1

=4

Az=z orL p(ise
z (zl,zsjze: angle de nutation

On définit I'axe Oy2 a partir de Oz3 par une
rotation de—% autour de Ox1 et Ox2=0x1

Y d'ou la base intermédiaire R2 (O, x1, y2, z3)
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Ay,
Y

=4 %

On se place ensuite dans le plan passant par
O perpendiculaire a z3

Ce plan contient les axes x1= x2, y2 et y3
on pose

(xl, xsj = @ angle de rotation propre

Les trois angles v, 6 et ¢ permettent de positionner de maniere unique le repére R3 par
rapport au repére R1. Le passage d'un repére a un autre peut se faire par trois rotations planes.

—

b) Vecteur Rotation Qo

Qyo = Qg + Q, + Q)

>

IR
Q,, =¢'ek, avec €2y, rotation d'axe

Q,, =0'ei avec Q,, rotation d'axe Ox1

28/10/03
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>

N >
Q,,, =y'ek, avec €, rotation autour de

o)

d'ou la relation :

Qg =¢' ek, +0'ei+y ek,
:avec @' ,0' ' dérivee des angles de rotation
par rapport a la variable étudiée.
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