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Systeme du second ordre
a<l
Recherche de la réponse a un échelon unitaire.

Michel Huguet

Préambule :
La forme canonique d’un systéme du second ordre est de la forme :
K
H(p) =
+——p+—-p
a)n n

Le systéme étant sollicité par un échelon unitaire de type e(t)=1-u(t), limage de cette entrée
1

dans le domaine de Laplace est notée E(p) et vaut : E(p) =—. L'image de la réponse du systéme
p

notée S(p) vaut alors :

S(p)=H(p)-E(p)
K 1
SP=—7 1 o
1+=— -p+—-p° P

o, w,
1) Décomposition de S(p) en éléments simples :
. 2 ° a 1 2 .
1.1)Recherche des racinesde 1+ ——- p +—Pp = 0. Pour a<1 on trouve deux racines
a)n a)n

complexes :

p,=-a-w, +j o, J1-a’
P, =-a-w, _j'a)n ’ Vl_az

1
Une fois factorisée I'équation se met sous la forme : —2-(p — pl)-(p -p,)=0
o,

Ou iz.(p—i_a'a)n_j'wn' “1_a2).(p+a'wn+j'a)n' “1_8‘2):0
@,

En développant on trouve :

iz-(p2+2-a-a)n-p+a2-w§+(a)n -\/1—a2)2j:0
a)n

iz-((p+a-a)n)2+(a)n ~\/1—a2)zj:0

a)n

finalement on met S(p) sous la forme :

S(p)= < =
C{;'((p+a~a}n)2+(a)n ﬁ)zj P
_ K- o, A
> ((p+a-a)n)2+(a)n-\/l—a2)zj P
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Qui apres mise en forme , s'écrit :

S(p) = K-, o, -v1-a® 1
= . e
v1-a’® (p+a-a)n)2+(a)n-\/1—a2) P
K-o,
Pour la suite on posera: S(p) = -S,(p)
Vi-a’
1.2)Décomposition de S;(p) :
o, -N1-a’ AL B-(p+a-w,)+C

51(p)=

1
('“a“") o] PP (pracaf elo,i-alf

e Recherche de A :

On forme :
w -J1—a? A B-(p+a-w,)+C

p-S,(p) = . _pBip Blprao)

(p+a-w,) +(a)n-\/l—a2)2 (p+a-w,) +(a)n~\/1—a2)2
Et on pose p =0, il vient alors :

1-a’ w, N1-a’ _A
(a- ) ( af | aetrel )
Finalement :

Ao 1-a’
a)n

e RecherchedeBetdeC:
On forme :

((era-a)n)2+(a)n -ﬂ)z)-sl(p)

Il vient ;

oy V1-a’ =((p+a-a)n)2+(a)n-\/1—7)2)%+[(p+a-a)n) ( Jl—a)zj (pra-a,)+C

p (p+a o, f (a)n-\/l—az)z
Et on pose p=p; ou p=p, :
p=p,
P, =—a)n(a+ j -\/1—a2)
Il vient alors :

o -\1-a® .

L :B~(—a)n'(a+J~\/1—a2)+a'a)n)+C
—a)n-(a+J-\/l—a2)

En multipliant le numérateur et le dénominateur due premier terme de I'égalité par le

complexe conjugué, on peut écrire :

a)”'w—];_az-(—a)n -(a—j-\/1—7))= B-(—a)n-(a+ j-ﬁ)+a-a)n)+c

—y1-a’ -(a— j -\/1—a2):—j ‘B-w,-V1-a’+C
En identifiant les parties réelle et imaginaire, on obtient le systéme :

a)"'a)—];_az-(—a)n-(a—j-ﬂ))z B-(—a)n-(a+j-\/1—7)+a-a)n)+c

-vl-a‘-la-j-vl-a°)]=-j-B-w,-v1-a" +C
Nl s B
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—a-Jl-a’=cC e 1—2a2=C
B l-a
1—a2=—B-a)n-\/1—a2 -——F——=8

w, -\1-a’
Finalement on obtient :
C=-a-yJ1-a*
1-a’
B=-
a)n
Donc S(p) décomposée s’écrit :
1-a’
- ’ (p +a- o, ) 2

Aprés simplification on obtient ;

S(p):K-l— (p+a-m,) __a w, -N1-a’
(p—i-a-a)n)z—i-(a)n-\ll—az)Z V1-a? (p-;-a-a)n)z-i-(a)n-\/1—(:12)Z

2) Transformée inverse :
Enposant: a=a-w, €t w=w,-V1-a° :

(p+a-w,) ~ (p+a) o 4M=e‘“"-cosa)-
PR e il el (e M

® -\1-a? ® ] @ ot
n = — et Ll(—ZZJ:e “t.sin(ew-t)
(p+a-a)n)2+(a)n-\ll—az)2 (p+a) +o (pt+a) +o
Finalement on obtient apres transformation inverse :

L*(S(p)) =s(t) =K -(1—e”’“' 1att -cos(a)n N1-a? -t)—

1-a

a 2 .
——e et -sm(a)n V1-a’ t)]

e—a)n< 1-a’+t

t)=K:|1-——
s(t) ( -

En posant: COS@=a et Sin@=+/1—a® on peut écrire :

.(ﬁcos(a)n .\/ﬁ.t)+ a-sin(wn ﬂt))J

—, 1-a%t
0[5
l1-a

soit :

—w,1-a?

¢ 142
s(t):K-(le—z-sin(a)n-xllaz-t+(p)J avec (/):Arctan{ 1-a j
v1l-a

Lycée Jacques Amyot ) 2ndordre_a inf 1

S
Auxerre g . 28/11/2003 Page 3 sur 3




