
-B DJOÆNBUJRVF EV TPMJEF FTU MrÆUVEF EFT NPVWFNFOUT EFT DPSQT TPMJEFT JOEÆQFOEBNNFOU EFT
DBVTFT EF DFT NPVWFNFOUT�

0ONPOUSF RVrJM FTU QPTTJCMF ErÆDSJSF EFNBOJÅSF VOJRVF MB QPTJUJPO ErVO QPJOU EBOT MrFTQBDF ½ QBSUJS
EF TB QSPKFDUJPO EBOT VO SFQÅSF DPOTUJUVÆ ErVO QPJOU PSJHJOF FU ErVOF CBTF EF USPJT WFDUFVST PSUIPOPS�
NÆT 	PSUIPHPOBVY FU EF OPSNF VOJUBJSF
�

-PSTRVF MFT USPJT WFDUFVST TPOU PSJFOUÆT EBOT MF TFOT EJSFDU
 PO EJU RVF MrPO B VO SFQÅSF PSUIPOPSNÆ
EJSFDU� -B aHVSF QSÆTFOUF EFVY SFQÅSFT PSUIPOPSNÆT EJSFDUT FU MB NÆUIPEF EF MB NBJO ESPJUF QPVS
USBDFS VO SFQÅSF EJSFDU�
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'ĨĦļķģ ��� v 3FQÅSFT PSUIPOPSNÆT

MrVTBHF FO TDJFODFT JOEVTUSJFMMFT FTU EF OPUFS MB CBTF EF USBWBJM BWFD MF OPN EFT BYFT TPJU
( #»x 
 #»y 
 #»z )�

*M FTU JNQPSUBOU QPVS MrÆUVEF FU MB EFTDSJQUJPO EFT NPVWFNFOUT EF GBJSF BUUFOUJPO BV TFOT EJSFDU�
-F TFOT EJSFDU EBOT MF QMBO (O
 #»x 
 #»y ) TF DPOGPOE BWFD MF TFOT USJHPOPNÆUSJRVF 	aHVSF 
� -B a�

HVSF QSÆDJTF MrPSJFOUBUJPO EJSFDUF EBOT MFT BVUSFT QMBOT�
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#»y

#»z

	B
 4FOT EJSFDU EBOT MF
QMBO (O
 #»x 
 #»y )

#»y

#»z

#»x

	C
 4FOT EJSFDU EBOT MF
QMBO (O
 #»y 
 #»z )

#»z

#»x
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	D
 4FOT EJSFDU EBOT MF
QMBO (O
 #»z 
 #»x )

O
#»xs

#»zs

# »ys

	E
 5SJÅESF EBOT MF TFOT
EJSFDU

'ĨĦļķģ ��� v 4FOT EJSFDU

��

0
y

0
#»y

#»z

z

#»x

x

)

X

Y

;

'ĨĦļķģ ��� v $PPSEPOOÆFT DBSUÆTJFOOFT

-B NBOJÅSF MB QMVT OBUVSFMMF QPVS EÆDSJSF
MB QPTJUJPO ErVO QPJOU FTU ErVUJMJTFS MFT DP�
PSEPOOÆFT DBSUÆTJFOOFT 	aHVSF 

 QPVS
DFMB
 PO EÆaOJU VO SFQÅSF PSUIPOPSNÆ EJSFDU
EJU SFQÅSF DBSUÆTJFO DPOTUJUVÆ EF � WFDUFVST
VOJUBJSFT PSUIPHPOBVY EFVY ½ EFVY FU ErVO
QPJOU QPVS PSJHJOF�

*M FTU OÆDFTTBJSF EF QSÆDJTFS � EJNFOTJPOT
QPVS EÆDSJSF EF NBOJÅSF VOJRVF MB QPTJUJPO
ErVO QPJOU� 4VS MrFYFNQMF EF MB aHVSF MF
WFDUFVS #    »

OH TrÆDSJU �
#    »

OH = X · #»x + Y · #»y +Z · #»z

0O OPUF (X
 Y
Z) MFT DPPSEPOOÆFT DBS�
UÆTJFOOFT EV WFDUFVS #    »

OH EBOT MB CBTF
( #»x 
 #»y 
 #»z )�
X
 Y FU Z TPOU MFT USPJT QSPKFDUJPOT PSUPHP�

OBMFT TVS MFT BYFT (O
 #»x )
 (O
 #»y ) FU (O
 #»z ) EF
#    »

OH�

0
y

0
#»y

#»z

z

#»x

x

)

3
#»n

X

Y

;

θ

3

'ĨĦļķģ ��� v $PPSEPOOÆFT DZMJOESJRVFT

-F TZTUÅNF EF DPPSEPOOÆFT DZMJOESJRVF
	aHVSF 
 FTU VOF FYUFOTJPO EV TZTUÅNF EF
DPPSEPOOÆFT QPMBJSFT VUJMJTÆ EBOT MF QMBO

FO BKPVUBOU ½ MrBOHMF QPMBJSF PSJFOUÆ FU BV
SBZPO QPMBJSF VOF USPJTJÅNF EJNFOTJPO QFS�
QFOEJDVMBJSF BV QMBO�

4VS MB aHVSF 
 MF WFDUFVS #    »

OH FTU EÆaOJ
QBS �

#    »

OH = R · #»n +Z · #»z

-F WFDUFVS #»n FTU QSÆDJTÆ QBS MrBOHMF θ UFM RVF
θ = ( #»x 
 #»n) FU MB aHVSF EF DBMDVM 	aHVSF 
�

#»x

#»y

#»n

#»

t

θ

'ĨĦļķģ ��� v 'JHVSF EF DBMDVM
-F WFDUFVS #    »

OH FTU EÆDSJU EF NBOJÅSF VOJRVF QBS MFT USPJT EJNFOTJPOT � R
 θ FU Z�
FO QIZTJRVF
 WPVT VUJMJTF[ QMVUÑU MB OPUBUJPO #»er FU # »eθ QPVS EÆDSJSF MB CBTF DZMJOESJRVF�



0
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0
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#»x
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#»n

ρ

#»er

ϕ

θ

	B
 $PPSEPOOÆFT TQIÆSJRVFT

#»x

#»y
#»n

θ

BWFD θ ∈ [0
 2 · π]

#»z

#»n #»er

ϕ

BWFD ϕ ∈ [0
π]
	C
 aHVSFT EF DBMDVMT

'ĨĦļķģ ��� v $PPSEPOOÆFT TQIÆSJRVFT

6O QPJOU FO DPPSEPOOÆFT TQIÆSJRVFT FTU
EÆaOJ QBS VOF EJTUBODF FU EFVY BOHMFT� -F
WFDUFVS #    »

OH TrÆDSJU
#    »

OH = ρ · #»er

BWFD ρ MB EJTUBODF FOUSF MrPSJHJOF EV SFQÅSF
FU MF QPJOU H FU #»er MF WFDUFVS VOJUBJSF QPSUÆ
QBS MB ESPJUF (OH)�

-F WFDUFVS #»n FTU QPSUÆ QBS MB QSPKFDUJPO
EF MB ESPJUF (OH) EBOT MF QMBO (O
 x
y)�

-F WFDUFVS #    »

OH FTU EÆDSJU EF NBOJÅSF
VOJRVF QBS MFT USPJT EJNFOTJPOT ρ
 ϕ FU θ�

-F WFDUFVS #»er FTU EÆaOJ QBS MFT EFVY a�
HVSFT EF DBMDVMT EF MB aHVSF �

WPVT USPVWFSF[ QBSGPJT EFT
EÆaOJUJPOT PQQPTÆFT QPVS ϕ FU θ
 MB EÆ�
aOJUJPO DJ�EFTTVT QFSNFU EF DPOTFSWFS MB
NxNF EÆaOJUJPO QPVS θ FO DPPSEPOOÆFT DZ�
MJOESJRVFT FU TQIÆSJRVFT�

#    »

OH = X · #»x + Y · #»y +Z · #»z �
#    »

OH = R · #»n +Z · #»z FU θ = ( #»x 
 #»n)�
#    »

OH = ρ · #»er BWFD ϕ = ( #»z 
 #»er) FU θ = ( #»x 
 #»n)

↔










X = R · DPT θ
Y = R · TJO θ
Z = Z



















R =
√

X2 + Y2

θ = BSDUBO Y
X

Z = Z

↔










X = ρ · TJOϕ · DPT θ
Y = ρ · TJOϕ · TJO θ
Z = ρ · DPTϕ



























ρ =
√

X2 + Y2 +Z2

θ = BSDUBO Y
X

ϕ = BSDUBO
√
X2 + Y2

Z
↔











R = ρ · TJOϕ
Z = ρ · DPTϕ
θ = θ







ρ =
√

R2 +Z2

ϕ = BSDUBO R
Z

4J QPVS EÆDSJSF MB QPTJUJPO ErVO QPJOU
 USPJT EJNFOTJPOT TPOU OÆDFTTBJSFT FU TVëTBOUFT
 DF OrFTU QMVT
TVëTBOU QPVS EÆDSJSF MB QPTJUJPO ErVO TPMJEF FU TPO PSJFOUBUJPO �

w &O OF QSÆDJTBOU RVrVO QPJOU
 MF TPMJEF QFVU QJWPUFS MJCSFNFOU BVUPVS EF DF QPJOU�
w &OQSÆDJTBOU EFVYQPJOUT
 MF TPMJEF B VOFEJSFDUJPO JNQPTÆF
NBJT JM QFVU UPVSOFS MJCSFNFOU BVUPVS

EF MrBYF GPSNÆ QBS MFT EFVY QPJOUT�
w &O QSÆDJTBOU
 USPJT QPJOUT OPO DPMJOÆBJSFT
 MB QPTJUJPO EV TPMJEF FTU DPNQMÅUFNFOU EÆaOJF�
4PJU USPJT QPJOUT A
 B FU C OPO DPMJOÆBJSFT ErVO TPMJEF
 PO QFVU ÆDSJSF MFT SFMBUJPOT TVJWBOUFT QPVS

QSÆDJTFS MB QPTJUJPO EV TPMJEF �
#       »

O0A = XA · # »x0 + YA · # »y0 +ZA · #»z0
#      »

O0B = XB · # »x0 + YB · # »y0 +ZB · #»z0
#       »

O0C = XC · # »x0 + YC · # »y0 +ZC · #»z0

TPJU � JODPOOVFT EJNFOTJPOOFMMFT
 ½ DFT USPJT SFMBUJPOT WFDUPSJFMMFT TF SBKPVUFOU MB EJTUBODF 	DPOOVF

FOUSF DIBRVF QPJOU �

dAB =

√

(XB −XA)2 + (YB − YA)2 + (ZB −ZA)2

dAC =

√

(XC −XA)2 + (YC − YA)2 + (ZC −ZA)2

dBC =

√

(XC −XB)2 + (YC − YB)2 + (ZC −ZB)2

0O NPOUSF EPOD
 ½ QBSUJS EF DFT � ÆRVBUJPOT
 RVrJM FTU OÆDFTTBJSF EF QSÆDJTFS � EJNFOTJPOT QPVS
QPTJUJPOOFS DPNQMÅUFNFOU MF TPMJEF�

-F QPTJUJPOOFNFOU ErVO TPMJEF BWFD USPJT QPJOUT OrÆUBOU QBT USÅT QSBUJRVF
 PO QSÆGÅSF MVJ BTTPDJFS VO
SFQÅSF FU QPTJUJPOOFS DF SFQÅSF EBOT MrFTQBDF BWFD � EJNFOTJPOT FU USPJT BOHMFT 	aHVSF 
�

-F SFQÅSF BTTPDJÆ BV TPMJEF TrBQQVJF FO HÆOÆSBM TVS EFT QBSUJDVMBSJUÆT QIZTJRVFT EF DFMVJ�DJ 	TZNÆ�
USJF
 BYF EF SÆWPMVUJPO
 PSJHJOF BV DFOUSF EF HSBWJUÆ
e
�

O0

# »x0

# »y0

#»z0 "

# »x1

#

# »y1
$

#»z1

'ĨĦļķģ ��� v 1PTJUJPO ErVO TPMJEF EBOT MrFTQBDF FU SFQÅSF BTTPDJÆ

-B aHVSF NPOUSF MrPSJFOUBUJPO ErVO TPMJEF EBOT MrFTQBDF ½ MrBJEF EF � BOHMFT� -F SFQÅSF BTTPDJÆ
½ MrBWJPO FTU MJÆ ½ DFMVJ�DJ FO QPTJUJPOOBOU MrPSJHJOF EF DF SFQÅSF QBS SBQQPSU BV SFQÅSF MJÆ BV TPM FU
FO MrPSJFOUBOU BWFD � BOHMFT
 PO EÆaOJU EF NBOJÅSF VOJRVF MB QPTJUJPO FU MrPSJFOUBUJPO EF MrBWJPO EBOT
MrFTQBDF�
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	B
 QPTJUJPO JOJUJBMF

x

#»y

#»z

# »x1

# »y1

#»z1

ψ

	C
 MBDFU � ZBX

#»x

#»y

#»z

# »x1

# »x2

# »y2

#»z2

θ

	D
 UBOHBHF � QJUDI

#»x

#»y

#»z

# »y2

# »x3

# »y3
#»z3

ϕ

	E
 SPVMJT � SPMM

'ĨĦļķģ ��� v 0SJFOUBUJPO ErVO TPMJEF EBOT MrFTQBDF

0O MF WPJU EBOT MrFYFNQMF DJ�EFTTVT
 MF QPTJUJPOOFNFOU ErVO TPMJEF EBOT MrFTQBDF OÆDFTTJUF EF QSÆ�
DJTFS MFT BOHMFT RVJ QPTJUJPOOFOU MFT TPMJEFT MFT VOT QBS SBQQPSU BVY BVUSFT�

%BOT MF DBESF EF MB NÆDBOJRVF DMBTTJRVF
 OPVT TVQQPTFSPOT RVF MFT TPMJEFT TPOU JOEÆGPSNBCMFT�
$rFTU�½�EJSF RVF �

∀A
B ∈ S⇒ ‖ #   »

AB‖ = d

BWFD S VO TPMJEF
 A FU B EFVY QPJOUT EV TPMJEF S FU d VOF DPOTUBOUF�
$F NPEÅMF TFSB QSÆDJTÆ QMVT MPJO EBOT DF DPVST�

� DIBRVF TPMJEF
 PO DPOWJFOU ErBTTPDJFS VO SFQÅSF SFQSÆTFOUBOU MF TPMJEF� -FT EJêÆSFOUT SFQÅSFT TPOU
FOTVJUF QPTJUJPOOÆT MFT VOT QBS SBQQPSU BVY BVUSFT�

0O SFUSPVWF TVS MB aHVSF VO SPCPU� QPVS DIBRVF TPMJEF PO B BTTPDJÆ VO SFQÅSF �
w -rPSJHJOF EF DIBRVF SFQÅSF FTU QMBDÆ TVS VO QPJOU DBSBDUÆSJTUJRVF EV TPMJEF 	MrBYF EF SPUBUJPO

FOUSF MF TPDMF FU MrÆQBVMF
 MrBYF EF SPUBUJPO FOUSF MrÆQBVMF FU MF CSBT
e
�
w -FT BYFT EV SFQÅSF TPOU PSJFOUÆT FO GPODUJPOT EFT DBSBDUÆSJTUJRVFT EV TPMJEF�

#»z0

O
# »x0

# »y0

O1

# »x0
# »x1

# »y1

O2

# »x1

# »y1

#»z2

# »x2

O3
# »y1

# »x3

O4

#»z3

# »y1

# »x4
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'ĨĦļķģ ��� v 3FQÅSFT BTTPDJÆT ½ VO SPCPU � BYFT

-F QBTTBHF ErVO SFQÅSF ½ VO BVUSF FTU SFQSÆTFOUÆ HSBQIJRVFNFOU QBS EFT aHVSFT OPNNÆFT
aHVSFT QMBOFT EF DIBOHFNFOU EF CBTF PV aHVSFT EF DBMDVM�

4VS DFT aHVSFT
 PO SFQSÆTFOUF MB SPUBUJPO QMBOF RVJ QFSNFU EF QBTTFS ErVOF CBTF ½ VOF BVUSF

BJOTJ TVS MB aHVSF PO QSÆDJTF MF QBTTBHF EF MB CBTF MJÆF BV TPDMF ½ DFMMF MJÆF ½ MB DIBJTF QBS VOF
SPUBUJPO ErBOHMF θ1 BVUPVS EF MrBYF #»z0 = #»z1�

# »x0

# »y0

# »x1

# »y1

θ1
#»z0 = #»z1

	B
 QBTTBHF EV SFQÅSF EV
TPDMF BV SFQÅSF EF MB
DIBJTF

#»z1

# »x1

#»z2

# »x2

θ2
# »y1 = # »y2

	C
 QBTTBHF EV SFQÅSF EF
MB DIBJTF BV SFQÅSF EV
CSBT

#»z2

# »x2

#»z3

# »x3

θ3
# »y2 = # »y3

	D
 QBTTBHF EV SFQÅSF
EV CSBT BV SFQÅSF EF
MrBWBOU�CSBT

'ĨĦļķģ ���� v 'JHVSFT QMBOFT EF DIBOHFNFOU EF CBTF EV SPCPU 	JODPNQMFU


MFT aHVSFT QMBOFT TPOU USÅT VUJMFT QPVS EÆUFSNJOFS MFT QSPKFDUJPOT ErVO WFDUFVS ErVOF
CBTF EBOT VOF BVUSF NBJT QPVS ÆWJUFS MFT FSSFVST EF TJHOF
 JM FTU JNQPSUBOU EF UPVKPVST SFQSÆTFOUFS EFT
BOHMFT DPNQSJT FOUSF � FU π

2 FU EF UPVKPVST VUJMJTFS EFT CBTFT PSUIPOPSNÆFT EJSFDUFT�



0O BQQFMMF QPJOU NBUÆSJFM PV DPSQT QPODUVFM UPVU DPSQT PV UPVUF QBSUJF EF DPSQT USÅT QFUJU ½ MrÆDIFMMF
ErPCTFSWBUJPO� 1BS FYUFOTJPO
 DrFTU ÆHBMFNFOU VO DPSQT EPOU PO OF QFVU EÆaOJS MF NPVWFNFOU EF SP�
UBUJPO TVS MVJ�NxNF�

0O BQQFMMF USBKFDUPJSF EFM QBS SBQQPSU R0 MrFOTFNCMF EFT QPTJUJPOT TVDDFTTJWFT EFM QBS SBQQPSU
½ R0 RVBOE MB EBUF t WBSJF� -B USBKFDUPJSF FTU VOF DPVSCF MJÆF ½ R0�

1PVS EÆUFSNJOFS MrÆRVBUJPO QBSBNÆUSJRVF EF MB USBKFDUPJSF ErVO QPJOU
 PO ÆDSJSB MFT QSPKFDUJPOT EBOT
MF SÆGÆSFOUJFM ErÆUVEF EF #      »

OM�
-B USBKFDUPJSF EÆQFOE EV SFQÅSF R0 EBOT MFRVFM FMMF FTU EÆDSJUF� 0O VUJMJTF HÆOÆSBMFNFOU VOF SFQSÆ�

TFOUBUJPO QBSBNÆUSJRVF FO GPODUJPO UFNQT t QPVS EÆDSJSF MB USBKFDUPJSF� -B DPVSCF $M/R0
RVJ EÆDSJU MB

USBKFDUPJSF EBOT VO SFQÅSF DBSUÆTJFO FTU EPOD EF MB GPSNF �

$M/R0
=











x = f1(t)

y = f2(t)

z = f3(t)

BWFD f1(t)
 f2(t) FU f3(t) USPJT GPODUJPOT EF MB WBSJBCMF t� 1PVS MB TVJUF DFT USPJT GPODUJPOT TFSPOU OPNNÆFT
x(t)
 y(t) FU z(t)�

0O TF QSPQPTF EF EÆUFSNJOFS MB USBKFDUPJSF EF MB WBMWF ErVOF SPVF EF WÆMP�

# »x0
0

# »y0

# »x0

# »y0

# »x1

# »y1

θ

'ĨĦļķģ ���� v 5SBKFDUPJSF EF MB WBMWF

-F SFQÅSF R0 = (O0
 # »x0
 # »y0
 #»z0) FTU MJÆ BV TPM�
-F SFQÅSF R1 = (O1
 # »x1
 # »y1
 #»z1) FTU MJÆ ½ MB SPVF BWFD O1 DPOGPOEV BWFD MrBYF EF SPUBUJPO EF MB

SPVF QBS SBQQPSU BV DBESF� 0O TVQQPTF RVF MB SPVF SFTUF EBOT MF QMBO WFSUJDBM EPOD #»z0 = #»z1�
0O OPUF θ = ( # »x0
 # »x1) MrBOHMF PSJFOUÆ EF # »x0 WFST # »x1�
$FU BOHMF FTU QSPQPSUJPOOFM ½ MB WJUFTTF BOHVMBJSF EF MB SPVF θ = ω · t�
-F QPJOU V BTTPDJÆ ½ MB WBMWF FTU EÆaOJ QBS �

#       »

O1V = Rv · # »x1 �
-F WÆMP TF EÆQMBDF ½ MB WJUFTTF v(t) TVJWBOU # »x0
 MB SPVF OF QBUJOF QBT
 FMMF SPVMF TBOT HMJTTFS
 PO

B EPOD v = −R ·ω� 1PVS MB TVJUF OPVT TVQQPTFSPOT RVF MB WJUFTTF FTU DPOTUBOUF � v(t) = v�
-B QPTJUJPO EV DFOUSF EF MB SPVF 	O1
 QBS SBQQPSU BV TPM FTU EPOD EÆaOJF QBS �

#          »

O0O1 = v · t · # »x0 + R · # »y0�
-B QPTJUJPO EF MB WBMWF 	V
 QBS SBQQPSU BV TPM FTU EÆaOJF QBS �

#       »

O0V = v · t · # »x0 + R · # »y0 + Rv · # »x1�
-B USBKFDUPJSF EF MB WBMWF QBS SBQQPSU BV TPM FTU MrFOTFNCMF EFT QPTJUJPOT TVDDFTTJWFT EV QPJOU

7 EBOT MF SFQÅSF 3�� TPJU �
#       »

O0V = v · t · # »x0 + R · # »y0 + Rv · (DPT θ · # »x0 + TJO θ · # »y0)
#       »

O0V = (v · t+ Rv · DPT θ) · # »x0 + (R+ Rv · TJO θ) · # »y0
#       »

O0V = (−R ·ω · t+ Rv · DPT(ω · t)) · # »x0 + (R+ Rv · TJO(ω · t)) · # »y0

aOBMFNFOU PO PCUJFOU MrÆRVBUJPO QBSBNÆUSJRVF EF MB USBKFDUPJSF EBOT MF SFQÅSF R0 �
{

x(t) = −R ·ω · t+ Rv · DPT(ω · t)
y(t) = R+ Rv · TJO(ω · t)

%BOT MF SFQÅSF R1 MB USBKFDUPJSF EF MB WBMWF FTU VO DFSDMF�

0O OPUF #            »

VM/R0
MF WFDUFVS WJUFTTF EFM QBS SBQQPSU ½ R0� 1BS EÆaOJUJPO �

#            »

VM/R0
=

[ E
EU

#         »

O0M

]

B0

"WFD O0 PSJHJOF EV SFQÅSF R0 FU B0 CBTF EF R0� 0O BQQFMMF B0 MB CBTF EF EÆSJWBUJPO
 JM OF GBVU QBT
DPOGPOESF DFUUF CBTF BWFD MB CBTF EF QSPKFDUJPO�

-F WFDUFVS WJUFTTF ErVO QPJOUM EBOT VOF CBTF EPOOÆF DPSSFTQPOE ½ MB EÆSJWÆF EF DF WFDUFVS EBOT
DFUUF CBTF�

-F WFDUFVS WJUFTTF FTU UBOHFOU FOM ½ MB USBKFDUPJSF�

0O OPUF #           »

ΓM/R0
MF WFDUFVS BDDÆMÆSBUJPO EFM QBS SBQQPSU ½ R0� 1BS EÆaOJUJPO �

#           »

ΓM/R0
=

[ E
EU

#            »

VM/R0

]

B0

=

[ E2

EU2
#         »

O0M

]

B0

-F WFDUFVS BDDÆMÆSBUJPO EV QPJOU . EBOT TPO NPVWFNFOU QBS SBQQPSU BV SFQÅSF R0
 DPSSFTQPOE ½ MB
EÆSJWÆF EV WFDUFVS WJUFTTF EF DF QPJOU EBOT DFUUF CBTF�

DFT HSBOEFVST EÆQFOEFOU EV SFQÅSF 	EF MB CBTF
 QBS SBQQPSU BVRVFM PO
ÆUVEJF MF NPVWFNFOU� *M FTU QPTTJCMF EF EÆDSJSF MF NPVWFNFOU QBS SBQQPSU ½ OrJNQPSUF RVFM SFQÅSF�

1PVS BMMFS QMVT MPJO
 JM GBVU EÆaOJS MB EÆSJWBUJPO WFDUPSJFMMF� /PVT WFSSPOT EBOT MF DIBQJUSF TVJWBOU
DPNNFOU DBMDVMFS DFT EÆSJWÆFT WFDUPSJFMMFT�

%F MB NxNF NBOJÅSF RVF MrPO EÆaOJU MF WFDUFVS WJUFTTF ErVO QPJOU
 PO EÆaOJU MF WFDUFVS WJUFTTF EF
SPUBUJPO ErVO SFQÅSF QBS SBQQPSU ½ VO BVUSF�

0O OPUF #              »

ΩR1/R0 MF WFDUFVS WJUFTTF EF SPUBUJPO EV SFQÅSF R1 QBS SBQQPSU BV SFQÅSF R0�



# »x0

# »y0

# »x1

# »y1

θ

4PJU MF SFQÅSF R1 FO NPVWFNFOU EF SPUBUJPO BVUPVS EF MrBYF (O0
 #»z )

QBS SBQQPSU BV SFQÅSF R0
 BWFD θ = ( # »x0
 # »x1) = ( # »y0
 # »y1)�
-F WFDUFVS SPUBUJPO FTU QPSUÆ QBS MF WFDUFVS QFSQFOEJDVMBJSF BV QMBO

EF MB SPUBUJPO 	JDJ #»z0 = #»z1 
 FU TB NFTVSF BMHÆCSJRVF FTU MB EÆSJWÆF EV
QBSBNÅUSF BOHVMBJSF EF NPVWFNFOU FOUSF MFT EFVY SFQÅSFT�

#              »

ΩB1/B0
=

E θ
EU · #»z0 = θ · #»z0

-FNPVWFNFOU EF SPUBUJPO EV SFQÅSF Ri QBS SBQQPSU BV SFQÅSF R0 FTU DPOTUJUVÆ EF QMVTJFVST SPUBUJPOT
ÆMÆNFOUBJSFT ErBOHMF θi BVUPVS EF MrBYF (Oi
 #»ei)� "MPST �

#              »

ΩBi/B0
=

∑n

0

E θi
EU · #»ei =

∑n

0
θi · #»ei

-F WFDUFVS WJUFTTF EF SPUBUJPO TF DPOTUSVJU DPNNF MB TPNNF EFT WFDUFVST WJUFTTF EF SPUBUJPOT ÆMÆNFO�
UBJSFT�

$F QFUJU DIBQJUSF BQQPSUF RVFMRVFT OPUJPOT NBUIÆNBUJRVFT OÆDFTTBJSFT ½ MrÆUVEF EFT NPVWFNFOUT�
$FT OPUJPOT ½ QFJOF EÆUBJMMÆFT JDJ 	OPO EÆNPOUSÆFT
 TPOU USÅT JNQPSUBOUFT FU EPJWFOU xUSF TVFT�

4PJU #»u FU #»v EFVY WFDUFVST BMPST
#»u · #»v = ‖ #»u‖ · ‖ #»v ‖ · DPT ( #»u 
 #»v )

BWFD
w ( #»u 
 #»v ) � MrBOHMF PSJFOUÆ EF #»u WFST #»v

4J #»u FU #»v TPOU EÆaOJT EBOT MB NxNF CBTF B �
#»u = xu · #»x + yu · #»y + zu · #»z

#»v = xv · #»x + yv · #»y + zv · #»z

BMPST
#»u · #»v = xu · xv + yu · yv + zu · zv

4PJU #»u FU #»v EFVY WFDUFVST BMPST
#»u ∧ #»v = ‖ #»u‖ · ‖ #»v ‖ · TJO ( #»u 
 #»v ) · #»w

w ( #»u 
 #»v ) � MrBOHMF PSJFOUÆ EF #»u WFST #»v

w #»w � MF WFDUFVS VOJUBJSF QFSQFOEJDVMBJSF BVY EFVY WFDUFVST #»u FU #»v UFM RVF ( #»u 
 #»v 
 #»w) GPSNF
VO USJÅESF EJSFDU 	aHVSF 


w #»u ∧ #»u =
#»

0

4PJU B = ( #»x 
 #»y 
 #»z ) VOF CBTF PSUIPOPSNÆF EJSFDUF BMPST �
#»x ∧ #»y = #»z
#»y ∧ #»z = #»x
#»z ∧ #»x = #»y

#»y ∧ #»x = − #»z
#»z ∧ #»y = − #»x
#»x ∧ #»z = − #»y

%JTUSJCVUJWJUÆ �
#»u ∧ ( #»v + #»w) = #»u ∧ #»v + #»u ∧ #»w

-JOÆBSJUÆ �

λ · #»u ∧ µ · #»v = λ · µ · ( #»u ∧ #»v )

-F QSPEVJU WFDUPSJFM FTU BOUJ�TZNÆUSJRVF�
#»u ∧ #»v = − #»v ∧ #»u

4J #»u FU #»v TPOU EÆaOJT EBOT MB NxNF CBTF B �
#»u = xu · #»x + yu · #»y + zu · #»z

#»v = xv · #»x + yv · #»y + zv · #»z

#»u ∧ #»v =







xu

yu

zu






∧







xv

yv

zv






=

+ (yu · zv − yv · zu) · #»x

+ (zu · xv − zv · xu) · #»y

+ (xu · yv − xv · yu) · #»z

0O VUJMJTFSB MB QFUJUF aHVSF NOÆNPUFDIOJRVF DJ�EFTTPVT QPVS NÆNPSJTFS MF QSPEVJU WFDUPSJFM�

xu
yu
zu













xu

∧

xv
yv
zv













xv

TFOT �TFOT �

�
yu · zv − yv · zu
zu · xv − zv · xu
xu · yv − xv · yu

















-F QSPEVJU NJYUF FTU MB RVBOUJUÆ OPUÆF ( #»u 
 #»v 
 #»w) FU EÆaOJF QBS

( #»u 
 #»v 
 #»w) = #»u · ( #»v ∧ #»w)

-F QSPEVJU NJYUF TF DPOTFSWF QBS QFSNVUBUJPO DJSDVMBJSF

( #»u 
 #»v 
 #»w) = ( #»v 
 #»w
 #»u) = ( #»w
 #»u 
 #»v )
#»u · ( #»v ∧ #»w) = #»v · ( #»w∧ #»u) = #»w · ( #»u ∧ #»v )

#»u ∧ ( #»v ∧ #»w) = ( #»u · #»w) · #»v − ( #»u · #»v ) · #»w



4J # »u0 = a(t) · # »x0 + b(t) · # »y0 + c(t) · #»z0 FTU EÆaOJ EBOT MB CBTF B0 = ( # »x0
 # »y0
 #»z0) EF EÆSJWBUJPO BWFD
a(t)
 (b(t) FU c(t) USPJT GPODUJPOT UFNQPSFMMFT
 BMPST

[ E
EU

# »u0

]

B0

=
Ea(t)
EU · # »x0 +

Eb(t)
EU · # »y0 +

E c(t)
EU · #»z0

4J # »u0 = a0 · # »x0 + b0 · # »y0 + c0 · #»z0 FTU VO WFDUFVS EPOU MFT DPPSEPOOÆFT (a0
b0
 c0) EBOT MB CBTF
B0 = ( # »x0
 # »y0
 #»z0) TPOU DPOTUBOUFT BMPST �

[ E
EU

# »u0

]

B0

=
#»

0

# »x0

# »y0

# »x1

# »y1

α

4PJU # »x1 = DPTα(t) · # »x0 + TJOα(t) · # »y0 VO WFDUFVS VOJUBJSF EF MB CBTF B1
 FU B0

MB CBTF EF EÆSJWBUJPO� -B CBTF B1 FTU FO SPUBUJPO QMBOF ErBOHMF α QBS SBQQPSU
½ MB CBTF B0
 BMPST �

[ E
EU

# »x1

]

B0

=
E DPTα(t)

EU · # »x0 +
E TJOα(t)

EU · # »y0

[ E
EU

# »x1

]

B0

= −α(t) TJOα(t) · # »x0 +α(t) · DPTα(t) · # »y0

0O QPTF #              »

ΩB1/B0
= α(t) · #»z0 	BWFD #»z0 = #»z1
 MF WFDUFVS SPUBUJPO EV SFQÅSF R1 QBS SBQQPSU BV SFQÅSF

R0 BMPST �
[ E
EU

# »x1

]

B0

=
#              »

ΩB1/B0
∧ # »x1 = α(t) · #»z0 ∧

# »x1

[ E
EU

# »x1

]

B0

= α(t) · # »y1 = −α(t) TJOα(t) · # »x0 +α(t) · DPTα(t) · # »y0

$FUUF SFMBUJPO FTU HÆOÆSBMJTBCMF RVFM RVF TPJU MF NPVWFNFOU EF SPUBUJPO FOUSF MFT EFVY CBTFT
	QMBOF PV TQBUJBMF
� *M OrFTU QBT DPOTFJMMÆ EF QSPKFUFS MF SÆTVMUBU NBJT EF MF MBJTTFS ÆDSJU TPVT TB
GPSNF MB QMVT DPNQBDUF�

[ E
EU

# »x1

]

B0

=
#              »

ΩB1/B0
∧ # »x1

*M FTU UPVKPVST QPTTJCMF EF QSPKFUFS MF WFDUFVS RVFMDPORVF EBOT MB CBTF EF EÆSJWBUJPO FU VUJMJTFS
MFT QSPQSJÆUÆT DJ�EFTTVT QPVS OrBWPJS ½ EÆSJWFS RVF MFT DPPSEPOOÆFT
 NBJT TPVWFOU DFMB OrFTU QBT
SFDPNNBOEÆ� # »ui VO WFDUFVS EÆaOJ EBOT MB CBTF Bi
 FU B0 MB CBTF EF EÆSJWBUJPO� %BOT MF DBT HÆOÆ�
SBM �

[ E
EU

# »ui

]

B0

=

[ E
EU

# »ui

]

Bi

+
#              »

ΩBi/B0
∧ # »ui

BWFD #             »

ΩRi/R0
MF WFDUFVS SPUBUJPO EF MB CBTF Bi QBS SBQQPSU ½ MB CBTF B0 EÆaOJ QMVT IBVU�

4J a FU b TPOU EFVY GPODUJPOT TDBMBJSFT FU #»u FU #»v EFVY WFDUFVST BMPST �
[ E
EUa ·

#»u + b · #»v

]

B

=
Ea
EU · #»u + a ·

[ E
EU

#»u

]

B

+
Eb
EU · #»v + b ·

[ E
EU

#»v

]

B

TJ a FU b OF EÆQFOEFOU QBT EV UFNQT
 BMPST �
[ E
EUa ·

#»u + b · #»v

]

B

= a ·
[ E
EU

#»u

]

B

+ b ·
[ E
EU

#»v

]

B

4J #»u FU #»v EFVY WFDUFVST BMPST �
E #»u · #»v

EU =

[ E
EU

#»u

]

B

· #»v + #»u ·
[ E
EU

#»v

]

B

0O SFNBSRVF RVF MF SÆTVMUBU OF EÆQFOE QBT EF MB CBTF EF EÆSJWBUJPO 	NBJT DF EPJU xUSF MBNxNF
QPVS MFT EFVY WFDUFVST EV QSPEVJU TDBMBJSF
�

4J #»u FU #»v EFVY WFDUFVST BMPST �
[ E
EU

#»u ∧ #»v

]

B

=

[ E
EU

#»u

]

B

∧ #»v + #»u ∧

[ E
EU

#»v

]

B

"QSÅT DFU JOUFSNÅEFNBUIÆNBUJRVF
 SFQSFOPOT MB EÆUFSNJOBUJPO EF MB WJUFTTF EV QPJOU V EF MB WBMWF
QBS SBQQPSU BV TPM 	R0
�

#           »

VV/R0
=

[ E
EUv · t ·

# »x0 + R · # »y0 + Rv · # »x1

]

B0

#           »

VV/R0
=

[ E
EUv · t ·

# »x0

]

B0

+

[ E
EUR ·

# »y0

]

B0

+

[ E
EURv ·

# »x1

]

B0

#           »

VV/R0
=

E v · t
EU · # »x0 + v · t ·

[ E
EU

# »x0

]

B0

+
ER
EU · # »y0 + R ·

[ E
EU

# »y0

]

B0

+
ERv
EU · # »x1 + Rv ·

[ E
EU

# »x1

]

B0

v FU R FU Rv TPOU DPOTUBOUT �

#           »

VV/R0
= v · # »x0 + v · t ·

[ E
EU

# »x0

]

B0

+ R ·
[ E
EU

# »y0

]

B0

+ Rv ·
[ E
EU

# »x1

]

B0

[ E
EU

# »x0

]

B0

= 0 FU
[ E
EU

# »y0

]

B0

= 0 DBS # »x0 FU # »y0 TPOU EFVY WFDUFVST DPOTUBOUT EF MB CBTF B0�

#           »

VV/R0
= v · # »x0 + Rv ·

[ E
EU

# »x1

]

B0

QPVS DPOUJOVFS
 PO QFVU
 TPJU QSPKFUFS # »x1 EBOT B0
 TPJU VUJMJTFS MFT QSPQSJÆUÆT EF MB EÆSJWBUJPO ErVO
WFDUFVS RVFMDPORVF�



# »x1

#           »

VV/R0
= v · # »x0 + Rv ·

[ E
EU DPT θ ·

# »x0 + TJO θ · # »y0

]

B0

#           »

VV/R0
= v · # »x0 + Rv ·

[ E
EU DPT(ω · t) · # »x0 + TJO(ω · t) · # »y0

]

B0

#           »

VV/R0
= v · # »x0 −ω · Rv · TJO(ω · t) · # »x0 +ω · Rv · DPT(ω · t) · # »y0

#           »

VV/R0
= (v−ω · Rv · TJO(ω · t)) · # »x0 +ω · Rv · DPT(ω · t) · # »y0

#           »

VV/R0
= v · # »x0 + Rv ·

[ E
EU

# »x1

]

B1

+ Rv ·
#              »

ΩB1/B0
∧ # »x1

#           »

VV/R0
= v · # »x0 +

#»

0 + Rv · θ · #»z0 ∧
# »x1

#           »

VV/R0
= v · # »x0 + Rv · θ · # »y1

#           »

VV/R0
= v · # »x0 + Rv ·ω · # »y1

MB TFDPOEF NÆUIPEF FTU UPVKPVST QSÆGÆSBCMF ½ MB QSFNJÅSF� -B TFDPOEF
NÆUIPEF QFSNFU EF SFNBSRVFS RVF MB WJUFTTF DPNQPSUF VOF DPNQPTBOUF QPSUÆF QBS # »x0 FU VOF
DPNQPTBOUF QPSUÆF QBS # »y1
 DFT JOGPSNBUJPOT EJTQBSBJTTFOU MPSTRVF MrPO QSPKFUUF EBOT VOF CBTF�
0O VUJMJTFSB MB QSFNJÅSF VOJRVFNFOU TJ PO EFNBOEF EF QSÆTFOUFS MFT SÆTVMUBUT EBOT VOF CBTF
EPOOÆF�

%ÆUFSNJOBUJPO EF MrBDDÆMÆSBUJPO EF V QBS SBQQPSU ½ R0�

#         »

ΓV/R0
=

[ E
EU

#           »

VV/R0

]

B0

#         »

ΓV/R0
= −Rv ·ω2 · # »x1 	BWFD v FUω DPOTUBOUT


$PNNF QPVS MB QPTJUJPO ErVO TPMJEF
 JM OF TVëU QBT EF EÆUFSNJOFS MB WJUFTTF ErVO QPJOU ErVO TPMJEF
QPVS BWPJS MF NPVWFNFOU EF DFMVJ�DJ�

-F NPVWFNFOU ErVO TPMJEF QFVU TF EÆDPNQPTFS FO � NPVWFNFOUT ÆMÆNFOUBJSFT �
w � USBOTMBUJPOT MF MPOH EFT BYFT EV SFQÅSF ErÆUVEF �
w � SPUBUJPOT BVUPVST EF DFT NxNFT BYFT�

/PVT BMMPOT ÆUBCMJS MrPVUJM NBUIÆNBUJRVF RVJ QFSNFU EF EÆDSJSF DF NPVWFNFOU FO DPNNFOÄBOU QBS
EÆaOJS MF NPEÅMF EV TPMJEF�

-B OPUJPO VTVFMMF EF TPMJEF FTU FO GBJU MF QMVT TPVWFOU EÆUFSNJOÆF QBS PQQPTJUJPO BVY ÆUBUT MJRVJEF FU
HB[FVY� 4J MrPO FTTBJF EF QSÆDJTFS RVFMRVFT DBSBDUÆSJTUJRVFT ErVO TPMJEF PO TrBQFSÄPJU RVrJM FTU EJëDJMF
EF EÆUFSNJOFS VO NPEÅMF TJNQMF SFQSÆTFOUBOU MFT TPMJEFT�

w %JNFOTJPOT � MFT EJNFOTJPOT ErVO TPMJEF QFVWFOU xUSF DPOTJEÆSÆFT DPNNF DPOTUBOUFT TBVG TJ MFT
FêPSUT BQQMJRVÆT TPOU USPQ JNQPSUBOUT 	EÆGPSNBUJPO WPJSF EFTUSVDUJPO
�

w .BTTF � DPOTUBOUF ½ MrVTVSF FU ½ MB DPSSPTJPO QSÅT�
w -rÆWPMVUJPO EBOT MF UFNQT OrFTU FO HÆOÆSBM QBT DPOOVF
 EÆGPSNBUJPO TPVT EFT FêPSUT NBJOUFOVT

PV SÆQÆUJUJGT 	bVBHF
 GBUJHVF EV NBUÆSJBV
e

w e
-B OPUJPO EF TPMJEF SFHSPVQF FO GBJU VO FOTFNCMF EF DBSBDUÆSJTUJRVFT RVJ TPOU EJëDJMFNFOU SFQSÆ�

TFOUBCMFT QBS VO VOJRVF NPEÅMF� %BOT MF DBESF EF MB NÆDBOJRVF HÆOÆSBMF OPVT VUJMJTFSPOT MF NPEÅMF
EV TPMJEF JOEÆGPSNBCMF�

6O TPMJEF JOEÆGPSNBCMF FTU VO TPMJEF EPOU MB N¿UTF FTU DPOTUBOUF FU JOEÆQFOEBOUF EV UFNQT FU EPOU
MFT EJNFOTJPOT TPOU JOWBSJBOUFT RVFMMFT RVF TPJFOU MFT BDUJPOT FYUÆSJFVSFT� *M FTU DPOTUJUVÆ ErVO FO�
TFNCMF EF QPJOUT NBUÆSJFMT QPVS MFTRVFMT MFT EJTUBODFT NVUVFMMFT TPOU DPOTUBOUFT FU JOEÆQFOEBOUFT EV
UFNQT�

4J " FU # TPOU EFVY QPJOUT ErVO TPMJEF 4 BMPST

∀A
B ∈ S⇒ ‖ #   »

AB‖ = d

$F NPEÅMF QFSNFU ErÆUVEJFS MFT NPVWFNFOUT EV TPMJEF TPVT EFT FêPSUT FYUÆSJFVST
 JM OF QFSNFU QBT
ErÆUVEJFS MB EÆGPSNBUJPO EV TPMJEF
 JM OF QFSNFU QBT EF NPEÆMJTFS MFT TPMJEFT � ÆMBTUJRVFT ��

MF DIPJY ErVONPEÅMF FTU VOF ÆUBQF JNQPSUBOUF EBOT MB SFQSÆTFOUBUJPO EF MB SÆBMJUÆ� /PVT
OF QPVWPOT ÆUVEJFS FU BOUJDJQFS MF DPNQPSUFNFOU ErVO TZTUÅNF SÆFM RVr½ QBSUJS ErVOF NPEÆMJTBUJPO EF
MB SÆBMJUÆ� /PVT BWPOT EÆaOJ JDJ VO NPEÅMF USÅT MJNJUÆ ErVO TPMJEF
 OPVT EÆaOJSPOT VMUÆSJFVSFNFOU VO
NPEÅMF QPVS SFQSÆTFOUFS MFT FêPSUT� 5PVT DFT NPEÅMFT TPOU QMVT PV NPJOT QBSGBJUT FU JM FTU OÆDFTTBJSF
ErFO DPOOBËUSF MFT MJNJUFT QPVS WBMJEFS MFT SÆTVMUBUT EF OPT DBMDVMT�

� DIBRVF TPMJEF PO BTTPDJF VO SFQÅSF MJÆ� -FT OPUBUJPOT SFMBUJWFT BVY TPMJEFT TFSPOU ÆRVJWBMFOUFT BVY
OPUBUJPOT QBS SBQQPSU BVY SFQÅSFT� "JOTJ OPVT OPUFSPOT BVTTJ CJFO #                     »

VM∈S2/R0
QPVS QBSMFS EF MB WJUFTTF

EV QPJOUM BQQBSUFOBOU BV TPMJEF 2 QBS SBQQPSU BV SFQÅSF R0 RVF #                     »

VM∈R2/R0

 WPJSF QPVS TJNQMJaFS MB

OPUBUJPO #                »

VM∈2/0 �

O0

# »y0

#»z0

# »x0S0S0

A

C

B
O1

# »y1
#»z1

# »x1

S1

#                    »

VA∈S1/R0

#                   »

VB∈S1/R0

'ĨĦļķģ ���� v $IBNQ EFT WFDUFVST WJUFTTF

4PJU VO TPMJEF S1
 MF SFQÅSF R1 FTU BTTPDJÆ BV TP�
MJEF S1� $F TPMJEF FTU FO NPVWFNFOU QBS SBQQPSU BV
SFQÅSF R0�

0O DPOTJEÅSF MF QPJOU A EV TPMJEF S1� 0O OPUF
#                    »

VA∈S1/R0
MB WJUFTTF EV QPJOU A BQQBSUFOBOU BV TP�

MJEF S1 EBOT TPO NPVWFNFOU QBS SBQQPSU BV SFQÅSF
R0
 EF NxNF #                   »

VB∈S1/R0
MB WJUFTTF EV QPJOU B�

-rFOTFNCMF EFT WFDUFVST WJUFTTF EFT QPJOUT EV TP�
MJEF S1 FTU BQQFMÆ DIBNQ EFT WFDUFVST WJUFTTF 	a�
HVSF 
� 0O TF QSPQPTF EF EÆUFSNJOFS VOF SFMBUJPO
FOUSF MFT WJUFTTFT EF EFVY QPJOUT ErVO NxNF TPMJEF�
0O OPUF #                    »

VA∈S1/R0
FU #                   »

VB∈S1/R0
MB WJUFTTF EFT EFVY

QPJOUTA FU B EV TPMJEF S1 QBS SBQQPSU BV SFQÅSF R0�
0O QFVU ÆDSJSF VOF QSFNJÅSF ÆHBMJUÆ �

[ E
EU

#   »

AB

]

B0

=

[ E
EU

#   »

OB

]

B0

−

[ E
EU

#    »

OA

]

B0
[ E
EU

#   »

AB

]

B0

=
#                   »

VB∈S1/R0
−

#                    »

VA∈S1/R0



QVJT VOF EFVYJÅNF FO EÆUFSNJOBOU DFUUF EÆSJWÆF ½ QBSUJS EF MB EÆaOJUJPO EF MB EÆSJWÆF WFDUPSJFMMF ErVO
WFDUFVS RVFMDPORVF �

[ E
EU

#   »

AB

]

B0

=

[ E
EU

#   »

AB

]

B1

+
#              »

ΩB1/B0
∧

#   »

AB

฀BWFD
[ E
EU

#   »

AB

]

B1

=
#»

0 DBS #   »

AB FTU VO WFDUFVS DPOTUBOU EBOT R1

[ E
EU

#   »

AB

]

B0

=
#              »

ΩB1/B0
∧

#   »

AB

FO ÆHBMBOU �
#                   »

VB∈S1/R0
−

#                    »

VA∈S1/R0
=

#              »

ΩB1/B0
∧

#   »

AB

-B SFMBUJPO FOUSF MFT WJUFTTFT EF EFVY QPJOUT ErVO TPMJEF TrÆDSJU aOBMFNFOU �
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Ωr1/0 6= #»

0 
 PO EJU RVF MF NPVWFNFOU
FTU VO SPVMFNFOU TBOT HMJTTFNFOU�

4PJU MB SPVF BSSJÅSF ErVO WÆMP NPEÆMJTÆ TVS MB aHVSF �

#                »

VOr∈c/s

# »xv

# »yv

#»xr# »yr

*

0

Os

#»xs

# »ys

'ĨĦļķģ ���� v 3PVMFNFOU TBOT HMJT�
TFNFOU

-F WÆMP TF EÆQMBDF FO USBOTMBUJPO MF MPOHEF MrBYF (Os
 #»xs)

BWFD MB WJUFTTF #                 »

VOv∈c/s = v · #»xs�
0O OPUF �
w -F SFQÅSF (Ov
 # »xv
 # »yv
 #»zv) FTU BTTPDJÆ BV WÆMP BWFD

( #»xs
 # »ys
 #»zs) = ( #»xr
 # »yr
 #»zr) �
[ E
EU

#          »

OsOv

]

s

= v · #»xs�

w α = ( #»xs
 # »xc) = ( # »ys
 # »yr) MF QBSBNÅUSF EF SPUBUJPO EF
MB SPVF QBS SBQQPSU BV WÆMP�

w #        »

Ωc/s = α · #»zv
 MF WFDUFVS WJUFTTF EF SPUBUJPO�
0O TBJU RVF #                 »

VOv∈c/s = v · #»xs

%ÆUFSNJOPOT � #              »

VO∈r/s�
-B DPNQPTJUJPO EFT WJUFTTFT QFSNFU ErÆDSJSF �

#              »

VO∈r/s =
#              »

VO∈r/v +
#              »

VO∈v/s



#»xs

# »ys

#»xr

# »yr

α

#»zs = #»zr

'ĨĦļķģ ���� v 'JHVSF EF DIBOHFNFOU
EF CBTF

-F WÆMP FTU FO USBOTMBUJPO � ∀P #             »

Vp∈v/s = v · #»xs

#              »

VO∈r/s =
#              »

VO∈r/v + v · #»xs
#              »

VO∈r/s = v · #»xs

-F QPJOU 0 FTU MF DFOUSF EF MB SPUBUJPO #              »

VO∈r/v =
#»

0 �
%ÆUFSNJOPOT #            »

VI∈r/s � MF QPJOU * FTU MF QPJOU EF DPOUBDU EF
MB SPVF BWFD MF TPM ½ MrJOTUBOU EF MrÆUVEF � #  »

OI = −R · # »yv�
#            »

VI∈r/s =
#            »

VI∈r/v +
#            »

VI∈v/s =
#            »

VI∈r/v + v · #»xs

%ÆUFSNJOPOT #            »

VI∈r/s �
#            »

VI∈r/v =
#        »

Ωr/v ∧
#  »

OI = α · #»zv ∧ (−R · # »yv) = R ·α · #»xs
#            »

VI∈r/s = R ·α · #»xs + v · #»xs

4J MB SPVF SPVMF TBOT HMJTTFS TVS MF TPM
 BMPST MB WJUFTTF EF HMJTTFNFOU FTU OVMMF � #            »

VI∈r/s =
#»

0 �
$F RVJ QFSNFU ErÆDSJSF MB SFMBUJPO FOUSF MB WJUFTTF EV WÆMP FU MB WJUFTTF EF SPUBUJPO EF MB SPVF�

#            »

VI∈r/s =
#»

0 = R ·α · #»xs + v · #»xs

v = −R ·α

*
*
*
*

'ĨĦļķģ ���� v &OHJO ½ DIFOJMMFT

/PVT BMMPOT QSÆDJTFS DFUUF SFMBUJPO EF
OPO HMJTTFNFOU ½ QBSUJS EF MB aHVSF 

DFMMF�DJ SFQSÆTFOUF VO FOHJO EF DIBOUJFS ½
DIFOJMMFT�

4PJU I VO QPJOU ErVO QBUJO EF MB DIFOJMMF
FO DPOUBDU BWFD MF TPM� 0O DPNQSFOE CJFO

TJ MF USBDUP�QFMMF OF HMJTTF QBT RVF �

#                             »

VI∈patin/sol =
#»

0

0O QFVU JNBHJOFS RVF TJ MB MPOHVFVS EF
DPOUBDU FOUSF MB DIFOJMMF FU MF TPM UFOEWFST �

DFMB OF NPEJaFSB QBT MB WJUFTTF EV QPJOU I
EV QBUJO QBS SBQQPSU BV TPM UBOU RVF DFMVJ�
DJ FTU TVS MF TPM� 0O QFVU EPOD DPOTJEÆSFS
RVF TJ MB SPVF SPVMF TBOT HMJTTFS
 BMPST MB WJ�
UFTTF EF HMJTTFNFOU FTU OVMMF�

/PVT WFOPOT EF WPJS BV�EFTTVT USPJT QPTTJCJMJUÆT EF DBMDVM EF MB WJUFTTF ErVO QPJOU ErVO TPMJEF�
#              »

VB∈2/0 =

[ E
EU

#   »

OB

]

0
#              »

VB∈2/0 =
#              »

VA∈2/0 +
#        »

Ω2/0 ∧
#   »

AB
#              »

VB∈2/0 =
#              »

VB∈2/1 +
#              »

VB∈1/0

$FT USPJT NÆUIPEFT TPOU FO HÆOÆSBM UPVKPVST VUJMJTBCMFT NBJT JM GBVU UPVKPVST TrBTTVSFS ErxUSF EBOT MF
EPNBJOF ErFNQMPJ EF MB NÆUIPEF�

DFUUFNÆUIPEF OF TrBQQMJRVF QBT VOJRVFNFOU ½ VO QPJOU ErVO TPMJEF
NBJT ½ UPVU QPJOU
 JM FTU EPOD OÆDFTTBJSF BWBOU EF MrBQQMJRVFS QPVS VO QPJOU ErVO TPMJEF EF TrBT�
TVSFS RVF DFMVJ�DJ FTU JOUSJOTÅRVFNFOU MJÆ BV TPMJEF� 0O ÆWJUFSB EPOD EF MrVUJMJTFS QPVS VO QPJOU
HÆPNÆUSJRVF EF DPOUBDU 	WJUFTTF EF HMJTTFNFOU
 PV TJ # FTU VO QPJOU EV TPMJEF �
 PO OF DBMDVMFSB
QBT #              »

VB∈1/0 =

[ E
EU

#   »

OB

]

0

�

VOF TFVMF DPOUSBJOUF
 MrBQQBSUFOBODF EFT EFVY QPJOUT BV TPMJEF�
MB EÆUFSNJOBUJPO FêFDUJWF EF MB WJUFTTF VUJMJTFSB MFT EFVY NÆ�

UIPEFT DJ�EFTTVT
 JM GBVESB EPOD TrBTTVSFS RVF DIBRVF NÆUIPEF FTU BQQMJRVÆF DPSSFDUFNFOU�

&O QSÆBMBCMF ½ MB EÆaOJUJPO EV UPSTFVS DJOÆNBUJRVF
 OPVT BMMPOT EBOT VO QSFNJFS UFNQT DBSBDUÆSJTFS
DFUUF OPUJPO NBUIÆNBUJRVF�

6O DIBNQ EF WFDUFVS DBSBDUÆSJTF VOF QSPQSJÆUÆ WFDUPSJFMMF EÆQFOEBOU EV
QPJOU ErPCTFSWBUJPO � MF DIBNQ ÆMFDUSJRVF DSÆÆ QBS VOF DIBSHF QPODUVFMMF
 MF DIBNQHSBWJUBUJPOOFM
DSÆÆ QBS MB 5FSSF PV MF 4PMFJM
 MF DIBNQ EF QSFTTJPO EF MrFBV TVS VO CBSSBHF
 MF DIBNQ EFT WFDUFVST
WJUFTTF ErVO TPMJEF EBOT TPO NPVWFNFOU QBS SBQQPSU ½ VO BVUSF�

4PJU #         »

M(P)
 MB GPODUJPO WFDUPSJFMMF BTTPDJÆF BV QPJOU 1 EF MrFTQBDF� 4PJU 2 VO QPJOU EF MrFTQBDF
 FU
#          »

M(Q) MB GPODUJPO BTTPDJÆF� -F DIBNQ EF WFDUFVS FTU VO DIBNQ EF NPNFOU TrJM FYJTUF VO WFDUFVS
#»

R VOJRVF UFM RVF QPVS UPVT MFT QPJOUT 1 FU 2 �
#          »

M(Q) =
#         »

M(P) +
#   »

QP∧
#»

R

6O DIBNQ EF NPNFOU FTU ÆRVJQSPKFDUJG
#          »

M(Q) · #»

R =
#         »

M(P) · #»

R

0O BQQFMMF UPSTFVS BV QPJOU 1


{T} =

{

#»

R
#         »

M(P)

}

P

MrFOTFNCMF DPOTUJUVÆ EFT EFVY WFDUFVST �
w #»

R � MB SÆTVMUBOUF EV UPSTFVS
 DrFTU VO JOWBSJBOU

w #         »

M(P) � MF NPNFOU EV UPSTFVS BV QPJOU 1
 JM EÆQFOE EV QPJOU�
-F UPSTFVS {T} FTU EÆaOJ FO VO QPJOU
 DF NxNF UPSTFVS FYQSJNÆ BV QPJOU 2 TrÆDSJU �

{T} =

{

#»

R
#          »

M(Q) =
#         »

M(P) +
#   »

QP∧
#»

R

}

Q

-F DIBNQ EFT NPNFOUT ErVO UPSTFVS FTU VO DIBNQ ÆRVJQSPKFDUJG�
0O QFVU BVTTJ ÆDSJSF DF UPSTFVS FO QSÆDJTBOU MFT DPPSEPOOÆFT EFT EFVY WFDUFVST NBJT JM FTU BMPST



OÆDFTTBJSF EF QSÆDJTFS MB CBTF ErÆDSJUVSF�

{T} =

{

#»

R
#         »

M(P)

}

P

=







Rx MPx

Ry MPy

Rz MPy







P
( #»x 
 #»y 
 #»z )

-FT DPPSEPOOÆFT EV UPSTFVS TPOU OPNNÆFT MFT DPPSEPOOÆFT QMØDLFSJFOOFT�
/F KBNBJT PNFUUSF EF QSÆDJTFS MF QPJOU FU MB CBTF ErÆDSJUVSF EV UPSTFVS�

%FVY UPSTFVST TPOU ÆHBVY TrJMT POU MFT NxNFT ÆMÆNFOUT EF SÆEVDUJPO
FO VO QPJOU
 SÆDJQSPRVFNFOU TrJMT POU MFT NxNFT ÆMÆNFOUT EF SÆEVDUJPO FO VO NxNF QPJOU
 JMT
TPOU ÆHBVY�

{T1} = {T2} ⇒
{

# »

R1
#            »

M1(P)

}

P

=

{

# »

R2
#            »

M2(P)

}

P

BMPST
{

# »

R1 =
# »

R2
#            »

M1(P) =
#            »

M2(P)

6O UPSTFVS FTU OVM
 TJ TFT ÆMÆNFOUT EF SÆEVDUJPOT FO VO QPJOU TPOU OVMT� $FT
ÆMÆNFOUT EF SÆEVDUJPO TPOU BMPST OVMT FO UPVU QPJOU�

4PJU
{

T1

}

=

{

# »

R1
#             »

M1(A)

}

A

FU
{

T2

}

=

{

# »

R2
#             »

M2(A)

}

A

EFVY UPSTFVST

BMPST MB TPNNF EFT UPSTFVST TrÆDSJU �

{T} = {T1}+ {T2}

{T} =

{

# »

R1
#             »

M1(A)

}

A

+

{

# »

R2
#             »

M2(A)

}

A

=

{

# »

R1 +
# »

R2
#             »

M1(A) +
#             »

M2(A)

}

A

"UUFOUJPO � MB TPNNF EFT DPNQPTBOUFT OF QFVU TrÆDSJSF RVrBV NxNF QPJOU FU EBOT MB NxNF CBTF�

4PJU {T} =
{

#»

R
#         »

M(P)

}

P

=







Rx MPx

Ry MPy

Rz MPy







P
( #»x 
 #»y 
 #»z )

VO UPSTFVS FU λ VO

TDBMBJSF BMPST λ · {T} = λ ·
{

#»

R
#         »

M(P)

}

P

=







λ · Rx λ ·MPx

λ · Ry λ ·MPy

λ · Rz λ ·MPy







P
( #»x 
 #»y 
 #»z )

4PJU
{

T1

}

=

{

# »

R1
#             »

M1(A)

}

A

FU
{

T2

}

=

{

# »

R2
#             »

M2(A)

}

A

EFVY UPSTFVST

BMPST PO OPUF

C = {T1}⊗ {T2} =

{

# »

R1
#             »

M1(A)

}

A

⊗
{

# »

R2
#             »

M2(A)

}

A

=
# »

R1 ·
#             »

M2(A) +
# »

R2 ·
#             »

M1(A)

MF DPNPNFOU EFT EFVY UPSTFVST� -F DPNPNFOU FTU VO TDBMBJSF
 MF SÆTVMUBU OF EÆQFOE QBT EV QPJOU
EF DBMDVM
 DrFTU VO JOWBSJBOU�

4PJU
{

T1

}

=

{

# »

R1
#             »

M1(A)

}

A

BMPST

A = {T1}⊗ {T1} =

{

# »

R1
#             »

M1(A)

}

A

⊗
{

# »

R1
#             »

M1(A)

}

A

= 2 · # »

R1 ·
#             »

M1(A)

6O UPSTFVS FTU EJU UPSTFVS DPVQMF TJ MB SÆTVMUBOUF EV UPSTFVS FTU OVMMF� -F

NPNFOU ErVO UPSTFVS DPVQMF FTU JEFOUJRVF FO UPVU QPJOU�

{C} =

{

#»

0
#            »

M1(P)

}

∀P

-rBVUPNPNFOU ErVO UPSTFVS DPVQMF FTU OVM�
6O UPSTFVS FTU VO UPSTFVS HMJTTFVS TJ MB SÆTVMUBOUF ErVO UPSTFVS OrFTU QBT OVMMF

FU RVF MrBVUPNPNFOU FTU OVM� *M FYJTUF BMPST VO QPJOU " UFM RVF �

{G} =

{

# »

R1
#            »

M1(P) =
#»

0

}

A

0O BQQFMMF BYF DFOUSBM EV UPSTFVS MB ESPJUF (A
 #»u) UFMMF RVF QPVS UPVU 1 BQQBSUF�
NFOU ½ MB ESPJUF (A
 #»u) PO B �

#            »

M1(P) = λ ·
# »

R1

0O BQQFMMF SÆEVDUJPO DBOPOJRVF ErVO UPSTFVS
 TB SÆEVD�
UJPO FO VO QPJOU EF MrBYF DFOUSBM�

/PVT BWPOT WV RVF MFT WJUFTTFT EFT QPJOUT ErVO TPMJEF TF EÆEVJTFOU ½ QBSUJS EF MB SFMBUJPO TVJWBOUF
	EJUF GPSNVMF EF 7BSJHOPO PV EF DIBOHFNFOU EF QPJOU
 �

#              »

VB∈1/0 =
#              »

VA∈1/0 +
#        »

Ω1/0 ∧
#   »

AB

BWFD #        »

Ω1/0 MF WFDUFVS WJUFTTF EF SPUBUJPO EV TPMJEF � QBS SBQQPSU BV SÆGÆSFOUJFM ��
%F DFUUF SFMBUJPO PO EÆEVJU MB QSPQSJÆUÆ ErÆRVJQSPKFDUJWJUÆ PCUFOVF FONVMUJQMJBOU MFT EFVYNFNCSFT

EF MrÆHBMJUÆ QBS #   »

AB �
#              »

VB∈1/0 ·
#   »

AB =
#              »

VA∈1/0 ·
#   »

AB

-B SFMBUJPO EF DIBOHFNFOU EF QPJOU FTU MB SFMBUJPO ErVO DIBNQ EFT NPNFOUT EFT �
0O OPUF

{

V1/0

}

=

{

#        »

Ω1/0
#              »

VA∈1/0

}

A

MF UPSTFVS DJOÆNBUJRVF EV TPMJEF � EBOT TPO NPVWFNFOU QBS SBQQPSU BV SÆGÆSFOUJFM �� 0O QFVU BVTTJ
ÆDSJSF DF UPSTFVS FO QSÆDJTBOU MFT DPPSEPOOÆFT EFT EFVY WFDUFVSTNBJT JM FTU BMPST OÆDFTTBJSF EF QSÆDJTFS
MB CBTF ErÆDSJUVSF�

{

V1/0

}

=







ωx Vx

ωy Vy

ωz Vz







A
( #»x 
 #»y 
 #»z )

6O UPSTFVS FTU UPVKPVST EÆaOJ FO VO QPJOU QBSUJDVMJFS BJOTJ BV QPJOU B PO B �
{

V1/0

}

=

{

#        »

Ω1/0
#              »

VB∈1/0 =
#              »

VA∈1/0 +
#        »

Ω1/0 ∧
#   »

AB

}

B



MF UPSTFVS DJOÆNBUJRVF ErVO TPMJEF FO SPUBUJPO QBS SBQQPSU ½ VO SÆGÆSFOUJFM
TrÆDSJU �

{

V1/0

}

=

{

#        »

Ω1/0
#              »

VA∈1/0 =
#»

0

}

A

4rJM OrFYJTUF RVrVO TFVM QPJOU A
 BMPST MB SPUBUJPO TF GBJU BVUPVS EV QPJOU A
 MF NPVWFNFOU FTU
TQIÆSJRVF
 TrJM FYJTUF VOF JOaOJUÆ EF QPJOU A BMPST MF NPVWFNFOU FTU VOF SPUBUJPO BVUPVS EF MB
ESPJUF GPSNÆF QBS DFT QPJOUT� $F UPSTFVS FTU VO UPSTFVS HMJTTFVS

MF UPSTFVS DJOÆNBUJRVF ErVO NPVWFNFOU EF USBOTMBUJPO TrÆDSJU �
{

V1/0

}

=

{

#»

0
#              »

VP∈1/0

}

∀P∈1

$F UPSTFVS FTU VO UPSTFVS DPVQMF�
MF UPSTFVS DJOÆNBUJRVF ErVO NPVWFNFOU IÆMJDPÌEBM TrÆDSJU �

{

V1/0

}

=

{

#        »

Ω1/0 = θ10 · #»u
#              »

VP∈1/0 = λ · #        »

Ω1/0

}

∀P∈(A
 #»u)

4J λ = 0 BMPST MF NPVWFNFOU FTU VO NPVWFNFOU EF SPUBUJPO BVUPVS EF MrBYF (A
 #»u)�

O

# »x0 # »y0

#»z0
# »x1

"

#»z2 #

/BDFMMF �

.¿U � )ÆMJDF �

'ĨĦļķģ ���� v ¦PMJFOOF

4PJU MrÆPMJFOOF EF MB aHVSF �
-B OBDFMMF 	�
 QJWPUF BVUPVS EV N¿U 	�
 TVJWBOU MrBYF (O
 #»z0)�
-rIÆMJDF 	�
 QJWPUF BVUPVS EF MrBYF (A
 # »x1)� 0O OPUF �
w θ = ( # »x0
 # »x1) MF QBSBNÅUSF EF SPUBUJPO FOUSF MF SFQÅSF BTTP�

DJÆ ½ MB OBDFMMF FU MF N¿U

w β = ( #»z1
 #»z2) MF QBSBNÅUSF EF SPUBUJPO FOUSF MrIÆMJDF FU MB

OBDFMMF

w #    »

OA = a · # »x1

w # MF QPJOU ½ MrFYUSÆNJUÆ EF MB QBMF #   »

AB = b · #»z2 BWFD
b = 2
3N�

5SBDFS MFT EFVY aHVSFT EF DIBOHFNFOU EF CBTF�
%ÆUFSNJOFS MB WJUFTTF EV QPJOU A FU EV QPJOU B QBS SBQQPSU

BV SFQÅSF R0 = (O
 # »x0
 # »y0
 #»z0)�
¦DSJSF MFT EFVY UPSTFVST DJOÆNBUJRVFT

{

V1/0

}

FU
{

V2/1

}

FO
A FU FO O QVJT

{

V2/0

}

FO A FU FO O�
%ÆUFSNJOFS MrBDDÆMÆSBUJPO EF DFT EFVY QPJOUT QBS SBQQPSU BV

SFQÅSF R0�
-rÆPMJFOOF FTU PSJFOUÆF EBOT MF WFOU FU OF CPVHF QBT
 MB WJUFTTF EF SPUBUJPO EF MrIÆMJDF FTU SÆHVMÆF FU

NBJOUFOVF DPOTUBOUF�
%POOFS BMPST MrBDDÆMÆSBUJPO EF DFT EFVY QPJOUT�
-B WJUFTTFNBYJNBMF BENJTTJCMF BV CPVU EF MB QBMF FTUVmax = 70N · T−1
 FO EÆEVJSFω21 =

Eβ(t)
EUQPVS θ DPOTUBOU�

-F SPCPU 4$"3" 	4FMFDUJWF $PNQMJBODF "TTFNCMZ 3PCPU "SN
 FTU MrVO EFT SPCPUT MFT QMVT VUJMJTÆT
FO JOEVTUSJF� *M FTU USÅT TPVWFOU VUJMJTÆ QPVS SÆBMJTFS EFT BTTFNCMBHFT 	aHVSF 
�

-B TUSVDUVSF EF CBTF EFT SPCPUT 4$"3"FTU ½ EFVY EFHSÆT EF MJCFSUÆ
 EFVY SPUBUJPOT ErBYFT QBSBMMÅMFT

MrVOF FOUSF MF DBSUFS 	�
 FU MF CSBT 	�
 BVUPVS EF (O
 #»z0)
 FU VOF BVUSF FOUSF MF CSBT FU MrBWBOU�CSBT 	�

BVUPVS EF MrBYF (A
 #»z0)�

� DFT EFVY SPUBUJPOT TrBKPVUFOU VOF SPUBUJPO BVUPVS EF MrBYF (B
 #»z0) FU VOF USBOTMBUJPO EF NxNF
EJSFDUJPO QFSNFUUBOU EFT PQÆSBUJPOT ErBTTFNCMBHF FU EF WJTTBHF EF MB QJODF 	�
�

%POOÆFT �

w #    »

OA = a · # »x1 BWFD a = 50 DN�
w #   »

AB = b · # »x2 + c · #»z0
BWFD b = 30 DN FU c = 5 DN�

w #  »

BP = −λ · #»z0 BWFD 5 DN 6 λ 6 30 DN�

w α = ( # »x0
 # »x1) = ( # »y0
 # »y1)

BWFD −90� 6 α 6 90�
w β = ( # »x1
 # »x2) = ( # »y1
 # »y2)

BWFD −135� 6 β 6 135�

5SBDFS MFT aHVSFT EF DIBOHFNFOU EF CBTF�
0O QPTF Px
 Py FU Pz MFT DPPSEPOÆFT EV QPJOU P EBOT MF SFQFSF (O
 # »x0
 # »y0
 #»z0)�
%ÆUFSNJOFS #   »

OP FO GPODUJPO EF a
 b
 α
 β FU λ�



0

#»z0

"

#»z0

#

#»z0

1
# »x1

# »x0

# »x2

# »x0

# »y0

0

"

# »x1

#

# »x2

α

β

'ĨĦļķģ ���� v 3PCPU 4$"3"

%ÆUFSNJOFS α FU β FO GPODUJPO EF Px FU Py�
5SBDFS MF EPNBJOF EV QMBO (O
 # »x0
 # »y0) EBOT MFRVFM MF SPCPU QFVU TBJTJS FU NBOJQVMFS EFT QJÅDFT�

%JêÆSFODJFS MFT [POFT QPVS MFTRVFMMFT JM OrFYJTUF RVrVOF DPNCJOBJTPO EF α FU β QPVS BUUFJOESF VO QPJOU
EPOOÆ FU MFT BVUSFT�
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