Chapitre
4 Cinématique du solide

La cinématique du solide est I’étude des mouvements des corps solides indépendamment des
causes de ces mouvements.

7.1 Coordonnées d’'un point dans I'espace

71.1 Repére et référentiel

On montre qu'il est possible d’écrire de maniére unique la position d'un point dans 1’espace a partir
de sa projection dans un repere constitué d"un point origine et d'une base de trois vecteurs orthonor-
més (orthogonaux et de norme unitaire).

Lorsque les trois vecteurs sont orientés dans le sens direct, on dit que I'on a un repere orthonormé
direct. La figure ?? présente deux repéres orthonormés directs et la méthode de la main droite pour
tracer un repere direct.

AN
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FiGure 7.1 — Reperes orthonormés

Remarque :1'usage en sciences industrielles est de noter la base de travail avec le nom des axes soit
> > >

(X, 9, z).

7.1.2 Sens trigonométrique

1l est important pour I'étude et la description des mouvements de faire attention au sens direct.
Le sens direct dans le plan (O, X, ¥) se confond avec le sens trigonométrique (figure ??). La fi-
gure ?? précise I'orientation directe dans les autres plans.

- - -
y Z X N
Zs
\ i \ ) \ i
X y 4
— - > X s
z x Y — -
(a) Sens direct dans le (b) Sens direct dans le (c) Sens direct dans le (d) Triedre dans le sens
plan (O, %, V) plan (0,7, 2) plan (0, Z,X) direct

FiGure 7.2 — Sens direct
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7.1.3 Coordonnées cartésiennes

La manieére la plus naturelle pour décrire
la position d'un point est d'utiliser les co-
ordonnées cartésiennes (figure ??), pour
cela, on définit un repére orthonormé direct
dit repére cartésien constitué de 3 vecteurs
unitaires orthogonaux deux a deux et d'un
point pour origine.

11 est nécessaire de préciser 3 dimensions
pour décrire de maniére unique la position
d’un point. Sur I'exemple de la figure ?? le
vecteur OH s'écrit :

OH=X-%+Y - §+2 2

On note (X,Y,Z) les coordonnées car-
tésiennes du vecteur OH dans la base
(X,9,2).

X, Y et Z sont les trois projections ortogo-
nales sur les axes (O, X),(0,Y)et(0,7)de
OH.

Ficure 7.3 — Coordonnées cartésiennes

7.1.4 Coordonnées cylindriques

Le systeme de coordonnées cylindrique
(figure ??) est une extension du systéeme de z
coordonnées polaires utilisé dans le plan,
en ajoutant a ’angle polaire orienté et au
rayon polaire une troisieme dimension per-
pendiculaire au plan.

Sur la figure ??, le vecteur OH est défini

par:

OH=R-W+Z-Z

Le vecteur T est précisé par 'angle 0 tel que
0 = (X, ™) etla figure de calcul (figure ??).

L v
i

0 X Ficure 7.4 — Coordonnées cylindriques

Ficure 7.5 - Figure de calcul
Le vecteur OH est décrit de maniére unique par les trois dimensions : R, 0 et Z.
Remarque : en physique, vous utilisez plutot la notation €; et g pour décrire la base cylindrique.
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7.1 Coordonnées d'un point dans l'espace

7.1.5 Coordonnées sphériques

Un point en coordonnées sphériques est
défini par une distance et deux angles. Le
—
vecteur OH s’écrit

OH=p-&

avec p la distance entre l'origine du repére
et le point H et e; le vecteur unitaire porté
par la droite (OH).

Le vecteur T est porté par la projection
de la droite (OH) dans le plan (O, x, y).

Le vecteur OH est décrit de maniére
unique par les trois dimensions p, ¢ et 0.

Le vecteur e, est défini par les deux fi-
gures de calculs de la figure 22.

Remarque : vous trouverez parfois des
définitions opposées pour ¢ et 0, la dé-
finition ci-dessus permet de conserver la
méme définition pour 6 en coordonnées cy-
lindriques et sphériques.

(a) Coordonnées sphériques

k i " &
0 X ¢ 7z
avec 0 € (0,27 avec ¢ € [0,7]

(b) figures de calculs

Ficure 7.6 — Coordonnées sphériques

7.1.6 Relations entre les systéemes de coordonnées

Coordonnées

Cartésiennes : OH=X-X+Y-§+Z 2.
Cylindriques : OH =R-R+Z-Zet0 = (
Sphériques : OH = p - &, avec ¢ = (Z, &)

Relations

Cartésiennes «> Cylindriques :

X =R-cosb
Y=R-sin0
Z=17

Cartésiennes <> Sphériques :

X =p-sing-cos0
Y=p-sing-sin0®
Z =p-Ccos@

Cylindriques <> Sphériques :

R=p-sing
Z =p-cos@
0=0

).

= (X, 1)

R=VX2+Y2
Y

0 = arctan _
arctan X

Z=7

p=VX2+Y2 472

Y
0 = arctan —

arc anX
VXZ+Y2

= arctan
¢ Z

p=+VR:+272

= arctan R
¢= Z
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7.2 Position et orientation d’un solide

Si pour décrire la position d"un point, trois dimensions sont nécessaires et suffisantes, ce n’est plus
suffisant pour décrire la position d’un solide et son orientation :

— En ne précisant qu'un point, le solide peut pivoter librement autour de ce point.

— En précisant deux points, le solide a une direction imposée, mais il peut tourner librement autour
de I'axe formé par les deux points.

— En précisant, trois points non colinéaires, la position du solide est completement définie.

Soit trois points A, B et C non colinéaires d’un solide, on peut écrire les relations suivantes pour
préciser la position du solide :

OpA = XA - X3+ Ya -%+ZA'

O0B =Xp X3+ Yp - Yo +Zp -

0oC=Xc- x5+ Yc-yo+Zc-

ARSI

soit 9 inconnues dimensionnelles, a ces trois relations vectorielles se rajoutent la distance (connue)
entre chaque point :

dap = \/[XB —XaA)?2+(YB —Ya)2 + (Zp — Za)?
dac = \/(Xc —Xa)2 +(Yc =Ya)? +(Zc — ZA)?

dse = \/(Xe —Xp)2 + (Yo — Y5)2 + (Zc — Z5)?

On montre donc, a partir de ces 6 équations, qu'il est nécessaire de préciser 6 dimensions pour
positionner complétement le solide.

Le positionnement d"un solide avec trois points n’étant pas tres pratique, on préfere lui associer un
repére et positionner ce repére dans I’espace avec 3 dimensions et trois angles (figure ??).

Le repére associé au solide s’appuie en général sur des particularités physiques de celui-ci (symé-
trie, axe de révolution, origine au centre de gravité,...).

Fiure 7.7 - Position d"un solide dans 'espace et repére associé

La figure ?? montre l'orientation d"un solide dans I'espace a I'aide de 3 angles. Le repére associé
a l'avion est lié a celui-ci en positionnant l'origine de ce repére par rapport au repeére lié au sol et
en l'orientant avec 3 angles, on définit de maniére unique la position et l'orientation de 1’avion dans
I'espace.
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7.3 Solides et repéres associés

(a) position initiale (b) lacet - yaw

(c) tangage - pitch (d) roulis - roll

Ficure 7.8 — Orientation d"un solide dans "espace

7.3 Solides et repéres associés

On le voit dans 1’'exemple ci-dessus, le positionnement d'un solide dans 'espace nécessite de pré-
ciser les angles qui positionnent les solides les uns par rapport aux autres.

7.3.1 Solides

Dans le cadre de la mécanique classique, nous supposerons que les solides sont indéformables.
C’est-a-dire que :

VA,BeS = |AB| =d

avec S un solide, A et B deux points du solide S et d une constante.
Ce modele sera précisé plus loin dans ce cours.

7.3.2 Repeéres associés

A chaque solide, on convient d’associer un repére représentant le solide. Les différents repéres sont
ensuite positionnés les uns par rapport aux autres.
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Exemple guidé : Repéres Robot

On retrouve sur la figure ?? un robot. pour chaque solide on a associé un repére :

— Lorigine de chaque repeére est placé sur un point caractéristique du solide (1’axe de rotation
entre le socle et I'épaule, I’axe de rotation entre 'épaule et le bras,...).

— Les axes du repére sont orientés en fonctions des caractéristiques du solide.

Zo

ys
Ficure 7.9 — Repéres associés a un robot 5 axes

Le passage d'un repére a un autre est représenté graphiquement par des figures nommées
figures planes de changement de base ou figures de calcul.

Sur ces figures, on représente la rotation plane qui permet de passer d'une base a une autre,
ainsi sur la figure ?? on précise le passage de la base liée au socle a celle liée a la chaise par une
rotation d’angle 0 autour de l'axe z§ = z7.

yo X7 X3
—> 0 — —
Y1 %] X3
— — —
X1 z2 Z3
01 x5 >z [z
- — — _ — —
Z0 =21 Y1 =y2 Y2 =Y3
(a) passage du repere du (b) passage du repere de (c) passage du repere
socle au repére de la la chaise au repére du du bras au repere de
chaise bras I'avant-bras

Ficure 7.10 - Figures planes de changement de base du robot (incomplet)

Remarque : les figures planes sont trés utiles pour déterminer les projections d'un vecteur d'une
base dans une autre mais pour éviter les erreurs de signe, il est important de toujours représenter des
angles compris entre 0 et 5 et de toujours utiliser des bases orthonormées directes.
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7.4 Trajectoire et vitesse d'un point matériel

7.4 Trajectoire et vitesse d’un point matériel

7.4.1 Point mobile par rapport a un référentiel

On appelle point matériel ou corps ponctuel tout corps ou toute partie de corps trés petit a I’échelle
d’observation. Par extension, c’est également un corps dont on ne peut définir le mouvement de ro-
tation sur lui-méme.

7.4.2 Trajectoire

On appelle trajectoire de M par rapport Ry I’ensemble des positions successives de M par rapport
a Rp quand la date t varie. La trajectoire est une courbe liée a Ry.

Pour déterminer 1'équation paramétrique de la trajectoire d"un point, on écrira les projections dans
le référentiel d’étude de OM.

La trajectoire dépend du repere Ry dans lequel elle est décrite. On utilise généralement une repré-
sentation paramétrique en fonction temps t pour décrire la trajectoire. La courbe Cp, /g, qui décrit la
trajectoire dans un repere cartésien est donc de la forme :

=f1(t)
Cm/r, =Y = f2(t)
z = f3(t)

avec f1(t), f2(t) et f3(t) trois fonctions de la variable t. Pour la suite ces trois fonctions seront nommées
x(8), y(b) et z(t).

Exemple guidé : Trajectoire de la valve d"une roue de vélo

On se propose de déterminer la trajectoire de la valve d’une roue de vélo.

.
Yo
.
X1
5 X

Ficure 7.11 — Trajectoire de la valve

Le repere Ry = (0o, X3,Y0, z0) est lié au sol.

Le repere Ry = (O1,X7,U7,27) est lié a la roue avec O confondu avec 1'axe de rotation de la
roue par rapport au cadre. On suppose que la roue reste dans le plan vertical donc zg5 = z7.

On note 6 = (xg,%7) l'angle orienté de XJ vers x7.

Cet angle est proportionnel a la vitesse angulaire de la roue 0 = w - t.

Le point V associé a la valve est défini par :

01V=R,-X7.
Le vélo se déplace a la vitesse v(t) suivant xg, la roue ne patine pas, elle roule sans glisser, on
adoncv =—R- w. Pour la suite nous supposerons que la vitesse est constante : v(t) = v.

La position du centre de la roue (O7) par rapport au sol est donc définie par :
00071 =v-t-x5+R-yg.
La position de la valve (V) par rapport au sol est définie par :
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OpV=v-t-xg+R-yg+Ry-x7.
La trajectoire de la valve par rapport au sol est I'ensemble des positions successives du point
V dans le repere RO. soit :

OpV=v-t-xg+R-yg+Ry-(cos0-x3+sin0-yg)
OpV=(v-t+Ry-cos0) x5+ (R+Ry-sin0)-yg
0oV =(—R-w-t+Ry-cos(w-t))-x3+ (R+ Ry -sin(w-t))-yo

finalement on obtient I'équation paramétrique de la trajectoire dans le repére Ry :

x(t) = —R-w-t+R, -cos(w-1t)
y(t) =R+R, -sin(w - t)

Dans le repére Ry la trajectoire de la valve est un cercle.

7.4.3 Vitesse et accélération d’un point

a ) Vitesse d’un point

—
On note Vi, /g, le vecteur vitesse de M par rapport & Ro. Par définition :

V [ d ] M]
M/Ro = | 37Y0
dt Bo

Avec Oy origine du repére Ry et By base de Ryp. On appelle By la base de dérivation, il ne faut pas
confondre cette base avec la base de projection.

Le vecteur vitesse d'un point M dans une base donnée correspond a la dérivée de ce vecteur dans
cette base.

Le vecteur vitesse est tangent en M a la trajectoire.

b ) Accélération d’un point

On note Iy /g, le vecteur accélération de M par rapport a Ry. Par définition :

e =[SV =[50
M/Ro = | 37 VM/R = 15200
0 dt 0 Bo dtz -

Le vecteur accélération du point M dans son mouvement par rapport au repére Ry, correspond a la
dérivée du vecteur vitesse de ce point dans cette base.

Remarque importante : ces grandeurs dépendent du repére (de la base) par rapport auquel on
étudie le mouvement. Il est possible de décrire le mouvement par rapport a n'importe quel repére.

Pour aller plus loin, il faut définir la dérivation vectorielle. Nous verrons dans le chapitre suivant
comment calculer ces dérivées vectorielles.

7.4.4 Vecteur vitesse de rotation

De la méme maniére que I'on définit le vecteur vitesse d"un point, on définit le vecteur vitesse de
rotation d"un repére par rapport a un autre.
On note Qg, /ro le vecteur vitesse de rotation du repére Ry par rapport au repére Ro.
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7.5 Compléments mathématiques

a ) Cas d’une rotation plane

Soit le repére Ry en mouvement de rotation autour de I'axe (O, Z)
par rapport au repere Ry, avec 0 = (X3, %X7) = (Y3, Y1)-

Le vecteur rotation est porté par le vecteur perpendiculaire au plan
de la rotation (ici z5 = z7 ) et sa mesure algébrique est la dérivée du X1
parametre angulaire de mouvement entre les deux reperes.

— do -, . _,

QBI/BOZE‘ 0=0-20

b ) Cas général

Le mouvement de rotation du repére R; par rapport au repére Ry est constitué de plusieurs rotations
élémentaires d’angle 0; autour de 'axe (Oj, €;). Alors :

N nd6; _, neo o,
Qg /B, = ZO dtl 6= Zo 0i-e

Le vecteur vitesse de rotation se construit comme la somme des vecteurs vitesse de rotations élémen-

taires.

7.5 Compléments mathématiques

Ce petit chapitre apporte quelques notions mathématiques nécessaires a I’étude des mouvements.
Ces notions a peine détaillées ici (non démontrées) sont trés importantes et doivent étre sues.

C M 1: Produit scalaire
Soit U et V deux vecteurs alors
TV = [T 1] cos ()
avec
— (W, V) : angle orienté de U vers V

Si U et V sont définis dans la méme base B :

U=xu X+Yu Y +2zu-

V=xy X+Yv Y +2zy-

RN

alors

UV =%y X +Yu Yv+2uy 2y

C M 2: Produit vectoriel

Soit U et v deux vecteurs alors
AV =|[[d]| - [|¥]| - sin (W, V) - W
— (U, V) : angle orienté de U vers v
= s . . = o= = = =
— W : le vecteur unitaire perpendiculaire aux deux vecteurs U et V' tel que (U, Vv, W) forme
un triedre direct (figure ??)

—

— TAT=0
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Soit B = (X, §, Z) une base orthonormée directe alors :
XAY =2 YAX =-Z
YANZ=X ZAY =—-X
EAT=T RAZ=-7
Distributivité : Linéarité :

UNAV+W) =UdAV+ULAW AMTUAR-V=Ap- (TAV)

Attention : Le produit vectoriel est anti-symétrique.
UANV =—VAU
Si U et V sont définis dans la méme base B :

T=%xy X+Yu - Y+2zu -Z
o
Z

V=xy - X+yv Y +zy-

T ey + (Yu-2v—Yv-2u) - X
TAV=[yu |Aly | = +zu-xw—20 %) T
Zu Zy + (X Yv— %y Yu) - Z

On utilisera la petite figure mnémotechnique ci-dessous pour mémoriser le produit vectoriel.

sens + sens -
xﬁ 4v YuZv — Yy Zu

Yu=—] ,,yv Zu "Xy —Zv " Xu
Zu zZy Xu*Yv — Xy " Yu

C M 3: Produit mixte

Le produit mixte est la quantité notée (1, V, W) et définie par
(T, vV, W) =1u-(VAW)

Le produit mixte se conserve par permutation circulaire

C M 4 : Double produit vectoriel

TNA VAW =(T-W)-V—(T-V)-W
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7.5 Compléments mathématiques

C M 5: Dérivation d’un vecteur de la base de dérivation
Siug = a(t)-xg +b(t)-yg +c(t) - zg est défini dans la base By = (x5, Yo, z5) de dérivation avec
a(t), (b(t) et c(t) trois fonctions temporelles, alors

d] _da) . db®) . de(t)
a0y, T dt 0T e YT Tar %

Siug = ag - X3 + bo - Yo + o - 2o est un vecteur dont les coordonnées (a, bo, co) dans la base
—> —> >
Bo = (X0,Yo, zo) sont constantes alors :

C M 6 : Dérivation d’un vecteur unitaire

Soit X7 = cos a(t) - X¢ + sin &(t) - Yo un vecteur unitaire de la base B, et By

la base de dérivation. La base By est en rotation plane d’angle a par rapport  _, 3
ala base By, alors : Y1
[ d ;.] d cos «(t) oy d sin o(t) = ol
X = " Xo Yo
dt g, dt dt % X

] = —&(t) sin (t) - X0 + &(t) - cos x(t) - yg
Bo

43
dt”!

On pose Qg, /B, = &(t) - zg (avec z§ = z7) le vecteur rotation du repére Ry par rapport au repeére
Ry alors :

—

—xl] = &(t) -y7 = —&(t) sin «(t) - X3 + &(t) - cos «(t) - Yy
Bo

Cette relation est généralisable quel que soit le mouvement de rotation entre les deux bases
(plane ou spatiale). Il n’est pas conseillé de projeter le résultat mais de le laisser écrit sous sa
forme la plus compacte.

d_, _—

CM 7 : Dérivation d’un vecteur quelconque

11 est toujours possible de projeter le vecteur quelconque dans la base de dérivation et utiliser
les propriétés ci-dessus pour n’avoir a dériver que les coordonnées, mais souvent cela n’est pas
recommandé. U; un vecteur défini dans la base By, et By la base de dérivation. Dans le cas géné-
ral :

d_, d_, ——
[aui] . = [aui} N + Qg /B, AN Ui

avec Qg, /g, le vecteur rotation de la base B; par rapport a la base By défini plus haut.
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C M 8 : Dérivation vectorielle d’'une somme de vecteurs

Si a et b sont deux fonctions scalaires et U et V deux vecteurs alors :

G a7 =2 g [ w U s L
dt s dt 3 B

si a et b ne dépendent pas du temps, alors :
d = d.,
Za- b- =a-|— b | =
i Pt e A e

C M 9 : Dérivation vectorielle d’'un produit scalaire

Si U et V deux vecteurs alors :

dun G S
dt |dt g dt |y

On remarque que le résultat ne dépend pas de la base de dérivation (mais ce doit étre la méme

pour les deux vecteurs du produit scalaire).

C M 10 : Dérivation vectorielle d’un produit vectoriel

Si U et V deux vecteurs alors :
d., o d_, 5, oA [do
—UAV| =|-U| AVFUA|V
dt B dt g dt g
Apres cet interméde mathématique, reprenons la détermination de la vitesse du point V de la valve
par rapport au sol (Rop).
Exemple guidé : Vitesse et accélération de la valve d’une roue - Suite

o —_[d = — —
Vv/r, = [av-t~Xo+R-yo+Rv~X1:|B
0

A d — d_ _, d =
g, ],
0 0 0

oo_dvit o [de] LR e (] AR o o [d o
V/Ro = T ¢ X0tV thO . Yo dtyo 5 X1 v X1 5

dt dt

v et R et R, sont constants :

N s d_, d_, d_,
Vy/r, =V X0 +Vv-t- [EXO]BOA—K [ayo}Bo-&—Rw {am]%

d d
[axvo’] =0et [a%’} =0 car X, et Yg sont deux vecteurs constants de la base By.
Bo Bo

o — d_,
Vv/r, =V-X0+Ry- {am]g
0

pour continuer, on peut, soit projeter X7 dans By, soit utiliser les propriétés de la dérivation d'un
vecteur quelconque.
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7.6 Cinématique du solide

Projection de X7 :

Vy Ry =V-X0+Ry - [acos&x‘o’-&-sine»%’}
Bo

S — d — —
Vy R, =V X0 + Ry - [— cos(w - t) - Xp + sin(w - t) ~y0]

dt

Vy/ry =V %6 —w - Ry -sin(w - t) - X3 + w - Ry - cos(w - t) - Y3

Bo

Vv gy = (v—w Ry -sin(w-1)) - X3 + w - Ry - cos(w - t) - yg

Dérivation d’un vecteur quelconque :

—

— d_, —
Vyv/r, =V-X0 +Ry - [am +Ry - Qg, /B, AX1
B

[ )

Vv =v-%3+ 0 +R,-6-ZZAKT
Vi R, =V X5+ Ry -0- 7
.w T

‘Y1

R E—

Vi Ry =V-X0 4 Ry

Remarque importante : la seconde méthode est toujours préférable a la premiére. La seconde
méthode permet de remarquer que la vitesse comporte une composante portée par X5 et une
composante portée par Y7, ces informations disparaissent lorsque 1'on projette dans une base.
On utilisera la premiére uniquement si on demande de présenter les résultats dans une base
donnée.

Détermination de 'accélération de V par rapport a Ro.

s [d——
/R, = {aVV/RO]B

-
Tv/Ry = —Ry - w? X7 (avecv et w constants)

0

7.6 Cinématique du solide

Comme pour la position d'un solide, il ne suffit pas de déterminer la vitesse d’un point d"un solide
pour avoir le mouvement de celui-ci.
Le mouvement d'un solide peut se décomposer en 6 mouvements élémentaires :

— 3 translations le long des axes du repére d’étude;
— 3 rotations autours de ces mémes axes.

Nous allons établir I'outil mathématique qui permet de décrire ce mouvement en commengant par
définir le modele du solide.

7.6.1 Solide indéformable

a ) Solide réel — Choix d'un modéle

La notion usuelle de solide est en fait le plus souvent déterminée par opposition aux états liquide et
gazeux. 5i l'on essaie de préciser quelques caractéristiques d’un solide on s’apercoit qu'il est difficile
de déterminer un modele simple représentant les solides.

— Dimensions : les dimensions d'un solide peuvent étre considérées comme constantes sauf si les

efforts appliqués sont trop importants (déformation voire destruction).
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— Masse : constante a I'usure et a la corrosion pres.
— L'évolution dans le temps n’est en général pas connue, déformation sous des efforts maintenus
ou répétitifs (fluage, fatigue du matériau,...)
La notion de solide regroupe en fait un ensemble de caractéristiques qui sont difficilement repré-
sentables par un unique modele. Dans le cadre de la mécanique générale nous utiliserons le modele
du solide indéformable.

b ) Modele du solide indéformable

Un solide indéformable est un solide dont la matse est constante et indépendante du temps et dont
les dimensions sont invariantes quelles que soient les actions extérieures. Il est constitué d'un en-
semble de points matériels pour lesquels les distances mutuelles sont constantes et indépendantes du
temps.

Si A et B sont deux points d'un solide S alors

VA,BES = |AB| =d

Ce modéle permet d’étudier les mouvements du solide sous des efforts extérieurs, il ne permet pas
d’étudier la déformation du solide, il ne permet pas de modéliser les solides « élastiques ».

Remarque : le choix d"un modele est une étape importante dans la représentation de la réalité. Nous
ne pouvons étudier et anticiper le comportement d"un systéme réel qu’a partir d"'une modélisation de
la réalité. Nous avons défini ici un modele tres limité d’un solide, nous définirons ultérieurement un
modele pour représenter les efforts. Tous ces modeles sont plus ou moins parfaits et il est nécessaire
d’en connaitre les limites pour valider les résultats de nos calculs.

¢ ) Equivalence repére — Solide

A chaque solide on associe un repére lié. Les notations relatives aux solides seront équivalentes aux
n N . N N . N EE—— .
notations par rapport aux repéres. Ainsi nous noterons aussi bien Vy¢s, /g, pour patler de la vitesse
2270,
du point M appartenant au solide 2 par rapport au repére Ry que Viicr, /r,, Voire pour simplifier la
—
notation Viiez /0 -

7.6.2 Champ des vecteurs vitesse d’un solide

Soit un solide S7, le repére Ry est associé au so-
lide S1. Ce solide est en mouvement par rapport au
repere Ro.
On consideére le point A du solide S;. On note
Vaes, /R, la vitesse du point A appartenant au so-
lide S1 dans son mouvement par rapport au repére
Ro, de méme Vics, /g, la vitesse du point B. z
L'ensemble des vecteurs vitesse des points du so- .
lide Sy est appelé champ des vecteurs vitesse (fi- Yo
gure ??). On se propose de déterminer une relation So X0 X1
entre les vitesses de deux points d'un méme solide. O —
On note Vacs, /g, et Vees, /R, la vitesse des deux
points A et B du solide Sy par rapport au repére Ro.
On peut écrire une premiére égalité :

], = (509, (57,

FiGure 7.12 — Champ des vecteurs vitesse

dt dt dt

d — —

aAB = VBes,/Ro — Vaesi /R
Bo

36



7.6 Cinématique du solide

puis une deuxiéme en déterminant cette dérivée a partir de la définition de la dérivée vectorielle d'un
vecteur quelconque :

d — d — .,
—AB = |—AB Q /N AB
[dt ]Bo [dt ]Bf B1/Bg

d S
Davec {aﬁ} = 0 car AB est un vecteur constant dans Ry
By

d — — s
—AB =Q AN AB
|:dt :|Bo B1/Bo

en égalant :

VBes,/re = Vaesi/r, = OB, /B, NAB

La relation entre les vitesses de deux points d'un solide s’écrit finalement :

VBes;/Re = Vaesi/Ro T QB /B, NAB

On nomme cette relation : relation de changement de point ou relation de transport ou relation de
Varignon.

Cette relation est importante et doit étre sue. Elle est caractéristique du champ de vecteurs équipro-
jectifs. Elle va nous permettre, connaissant le vecteur vitesse de rotation et la vitesse d'un des points
du solide par rapport a un repére, de déterminer la vitesse de tous les points du solide par rapport a
ce repére.

a) Equiprojectivité du champ des vecteurs vitesse

Soit A et B deux points d’un solide Sy, on a alors :

VBesi/Ro 4,
.

[AB] =d
AB? = 42

en dérivant cette relation

dAB? - @ =0 (car constant)
¢ dt

en dérivant le produit scalaire :

ozz.ﬁ.[im’] —2. 7B [ias’] _[ia\’]
dt Bo dt Bo d Bo
0=2-AB- (VBes,/R0 *VAes]/Ro)

d’ot1 la relation :

AB - Vges, /R, = AB - Vaces, /r,

La vitesse d'un point A d"un solide S; projetée sur le droite qui relie la droite (A, B) est égale a la
vitesse du point B projetée sur cette méme droite.
Cette relation est caractéristique de I’équiprojectivité du champ des vecteurs vitesse.
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b ) Mouvement de rotation autour d’un axe fixe

Soit [ un point de S tel que Vics, /g, = Setﬂvo # g.

—

Vaes,/Re = Vies, /Ry T Q10 N A =0+ Q4,0 NIA
Vaesy /Ry = QipoNIA e

alors la vitesse est perpendiculaire au rayon IA et a la vi- N
' fshiind sy —5
tesse de rotation : Vacs, /g, - Alet Vacs, /g, - Q1/0-
=

>V
On pose : (U, V, W) la base « tournante », Qo = w - W T AE1/0

etIA=R-UL+A-Waveciw L il alors Ficure 7.14 - Mouvement de rotation

et

Vaesi/ro = Q10 NA
Vacs, ke = @ - WA(-R-T+A-W)
Vaes, /R =R-w-V

La vitesse du point A est proportionnelle a la distance

entre A et I’axe instantané de rotation et elle est portée par =
la perpendiculaire a Al et Q) figures ?? et 2?). i —

perp 1/0 (fig ) @ < Vasom
Si le point I n’est pas unique, alors, 1 erllsemble diES points 0o So .
[ tels que Vics, /g, = O forme l’axe instantanée de ro- X0 Axe instantané
tation. Le mouvement est un mouvement de rotation au- de rotation

tour d"un axe fixe dans le repére d’étude.
Ficure 7.15 — Axe instantané de rotation
Si le point I est unique alors le mouvement est un mou-

vement de rotation autour d’un point (mouvement sphé-
rique).

c ) Mouvement plan : CIR

On dit qu'un mouvement est plan lorsque :
VA € S], vAGSx/Ro 1 Q]/o

Lintersection de 1’axe instantané de rotation avec le
plan contenant les vitesses est appelé centre instantané
de rotation (CIR). On note I le CIR du mouvement du
solide Sy par rapport au solide Sy.

Vietr/0 =0

Associé avec l'equiprojectivité, ces deux propriétés,
permettent de déterminer graphiquement toutes les vi-
tesses d'un solide dans un mouvement plan sur plan.

Ficure 7.16 — CIR

d ) Mouvement hélicoidal

On dit qu'un mouvement hélicoidal lorsque la vitesse d’un point I est colinéaire a la vitesse de
rotation :

I tel que VI€1/O =A- Q]/o
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= - . . T o
Onpose Q; /o = wip - U. Il existe alors une droite A,, de vecteur unitaire U tel que VP € Ay : Vpey /o =
LA
A-Qq 0.

e ) Mouvement de translation

Dans un mouvement de translation du solide Sy par rapport au solide Ry : Qg, /5, = 0

VA,B € S1, Vpes, /R, = Vaes /R,

7.6.3 Composition des vecteurs vitesse

On se propose de déterminer la relation entre la vitesse

du point P du solide S, en mouvement par rapport au so- S, Voo
lide Sy lui-méme en mouvement par rapport au solide So. P ;T-z/ 0
A chacun de ces solides on associe un repére (figure ??). AN .

Déterminons : Vpc, /0. Par définition :

- d-—— d-— d-——
e = 509, = [501] + [597],

Premier terme : on reconnait la vitesse du point O de
S7 par rapport a Ro.

d— 0] R
[50001]0 =Vo,e1/0 X3

Second terme : on ne peut pas calculer directement la Figure 7.17 - Composition des vitesses

dt o
points fixes de Ry, il faut donc utiliser la relation de dérivation vectorielle d"un vecteur quelconque en
passant par le repere Ry :

dérivée {EOH’] , car ni le point O et P ne sont des

den] —0» —
{*O]P] = |:f0'|P:| +_O_]/o/\0'|P
o Ldt 1
avec Q1 /¢ le vecteur vitesse de rotation de S par rapport a So (Ry par rapport a Rp). On reconnait :

d— .
[—O] P} = Vpea/1, la vitesse du point P de S, dans son mouvement par rapport au référentiel

dt
Ri = (01, %x,, YUx1r Zxy ) Y121 -
de—] —
&Oﬂ’ =Vpe2/1+Q1,0NO1P
0

On adonc:

Vpe2/0 = Vo,e1/0 + Vee2/1 + Q1,0 N O1P
Vpe2/0 = Vpe2,1 +Vo,e1/0 + Q1,0 N O1P

Si on considere le point P du solide Sy qui coincide avec le point P de S, on reconnait alors dans cette
relation la vitesse de P de S1 dans son mouvement par rapport a So

Voer/0+ Q10 NO1P = Vpey o

39

7 Cinématique du solide

On obtient finalement la relation de composition des vitesses :

Veez/0 = Veea/1 + Vrer o0

La vitesse d"un point P d"un solide S, par rapport a un repére Ry est égale a la somme de la vitesse
du point P appartenant a S, par rapport au solide Sy (repére R;) et de la vitesse du point P fixe dans
le solide Sy par rapport au repére Ro.

On appelle :

— Vpe2)o : Vitesse absolue, la vitesse du point P d"un solide S, par rapport a un référentiel Ro.

— Vpea/1 @ vitesse relative, la vitesse du point P d’un solide S, par rapport a un référentiel Ry
mobile par rapport au référentiel Ro.

— Vpei o : vitesse d’entrainement, la vitesse du point P fixe dans le référentiel Ry par rapport au
référentiel Ry.

Généralisation

Soit P un point du solide Si; 1 mobile par rapport au solide S; lui-méme mobile par rapport au
solide Si_1 , ..., lui-méme mobile par rapport au solide Sy, lui-méme mobile par rapport a Sp. Alors

Vee(it1),0 = Vee(it1yi + Veeisi-1) + 4+ Veea/1 + Veer o

7.6.4 Composition des vecteurs accélération

On se propose de déterminer 1’accélération du point P du solide S, en mouvement par rapport au
solide S; lui-méme en mouvement par rapport au solide So. Nous savons que :

Vpeaj0 = Vrea/1 + Vrer o
Vpea/0 = Vre2/1 +Vo,e1/0 + Q10 NO1P

Dérivons cette relation par rapport au temps dans le repére Ry.

d de
[EVPEZ/O] = [aVPEZ/l +Vo,e1/0 +Q1/0/\01P]
0 0

d d d—
Mpe2j0 = [avpew}o + [avo]ewo]o + [aﬂuo/\oﬂ’]o
d d——b —
Trez/0 = | g Vrez 0+|"ole1/oJr G100 .
- [d

d d—ob] —» — [d—
Mpe2/0 7VP62/1:| +To,e1/0 + [aﬂwo} NOIP+ Qg0 N [aol P}
0 0 0

s de—] - [de—]  — — [de—
Mpe2jo = [EVPEZN]] + Q10 AVrez/1 +Tore1/0 + [591/0]0A01P+Q1/oA [aoﬁ’]o

ey Td ] e s [d =
Tpe2/0 =Tpe2/1+ Q10 A\ Vpea/1 +Tore1/0 + {aﬂwo] ANO1P+Qq /0N [aolp]
0 0
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Tpe2/0 =Tpe2/1+ Q10 AN Vpea/1 +To,e1/0

d
1/0

SN d—b] —»
+|=a AOTP+0; 0N (|5-01P| +07,0A01P
dt 0 dt .

Tpe2/0 =Tpe2/1+ Q10 A Vpea/1 +Tore1/0

d—] @ —
+[EQ‘/°] /\01P+Q1/0/\(Vp52/1+Q]/0/\O1P)
0

Tpe2/0 =Tpe2/1+ Q10 A Vpea/1 +To,e1/0

d —
1/0

+[aa ]/\CW+Q]/0/\V}:€2/1+Q1/0/\(Q1/0/\O_1I5)
0

Finalement en réorganisant :

de——b] — .
Tpe2/0 =Tpe2/1 +Tore1/0 + [aﬂwo} ANO1P 4050 N (Ql/o/\ol") +2-Q4/0 A Vpezs
0

On note :
RN
— Tpeayo : accélération absolue du point P appartenant a S, par rapport a Ro.
— Tpeayi taccélération relative du point P appartenant a S, par rapporta Sy.

dt
du point M appartenant a Sy par rapport aRo.

s d ] s s
— Tpeijso = Toyer/0 + [—QVO] ANOIP+Qq /0N (Q1/0 A O P) : accélération d’entrainement
0
— 2-Q4,0/\Vpea,1 : accélération de Coriolis.

a ) Relation entre les vecteurs accélération de deux points d’un solide

Soit A et B deux points du solide S;.
Le champ des vecteurs vitesse permet d’écrire :

Vee1/0 = Vaei/o+ Q1,0 NAB

En dérivant cette relation par rapport au temps, on obtient :

d d— d—0b

—V, ==V —04,0\NAB

[dt Bevo]o [dt Ae1/0]0+[dt 1/0 ]O
. s s [d - d-—— —
Tee1/0 =Tacijo+ Q10N aAB + aﬂvo AAB

0 0
— d - — d-—— —
Tee1/0 =Tacijo+Qq0A aAB +Q,0NAB | + EQ‘/O AAB
1 0

d’ot1 la relation de composition des accélérations
s s d— —
Foc1/0 = Tac1/o+ 010 A (D AAB) + | S016| AAE
0

Remarque : le champ des accélérations n’est donc pas un champ équiprojectif.

7.6.5 Composition des vecteurs vitesse de rotation

Soit deux référentiels Ry et Ry en mouvement par rapport a un référentiel Ro.
Soit Qg, /r, et Qp, /B, les vecteurs rotation de R, par rapport a Ry et de R, par rapport a Ro.
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On peut alors écrire la loi de composition des vecteurs rotation :

-QRZ/Ro = QRz/R1 +'QBl/BO

7.6.6 Cinématique du contact ponctuel entre deux solides

Soit deux solides Sy et S en contact ponctuel au point I (figure 2?). On note 1, la normale au plan
by >
tangent passant par I. t et T deux vecteurs unitaires du plan tangent en I tel que t AT = R.
Les mouvements possibles entre les deux solides sont :
— une translation dans le plan tangent, décorr_lposable
en deux translations élémentaires suivant t et ;
— une rotation autour de I'axe (I, ¥) (on nomme cette
rotation, le pivotement) ;
— une rotation dans le plan tangent (le roulement) dé-
composable en deux rotations élémentaires suivant
N
les axes (I, t) et (I, W).
Le mouvement entre les deux solides peut donc étre dé-
crit par :

{ Q1,0 =Qp1,0+ Q110
Vieis0 = Vti,0 + Vg0

—_
{ Q1/0:wp-ﬁ+wt-?+wu~ﬁ

Viero=Vi-T+Vy ¥

On appelle Vi¢j o la vitesse de glissement de Sy par Ficure 7.18 — Conctact ponctuel
rapport a So.

a ) Roulement sans glissement

SiVigi0 = 0 et Qry )0 # 6, on dit que le mouvement
est un roulement sans glissement.

Exemple guidé : Roue de vélo - Roulement sans glissement

Soit la roue arriére d'un vélo modélisé sur la figure ??2.
Le vélo se déplace en translation le long de Iaxe (O, Xq),
. Y —
avec la vitesse Vo cc/s = V- Xs.

On note :
— Le repere (O, %y, Yy, zy) est associé au vélo avec
(Xs,Ys,23) = (X7, Yr,2r) :
d ——
—0,0,| =v-xq
dt R
— o = (x2,%.) = (Ys,Yr) le parametre de rotation de
la roue par rapport au vélo. —
— L Ys
— Qs = &- zy, le vecteur vitesse de rotation. 0
S

. SV -
On sait que Vg ec/s =V Xs
. ) AN
Déterminons : Voer -
La composition des vitesses permet d’écrire : Ficure 7.19 — Roulement sans glis-

sement

VOEr/s = VOer/v + VOEv/s
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4 . VAR — —

Le vélo est en translation : VP Vi,¢, /s =V - X5 T Ys
— = .
VOET/s :VOET/V +Vv-xg N
7 7
VOEr /s = V- )?s) T

. . VA =
Le point O est le centre de la rotation Vo e,/ = 0. o 2
Déterminons Vi¢, /s : le point I est le point de contact de Eei

la roue avec le sol a Iinstant de 'étude : O = —R - Uv-

Vier/s = Vier/y + Vievs = Vier/v V% Ficure 7.20 - Figure de changement

) . YA de base
Déterminons Vi, /s :

= = =i T —> . —>

Vierjy = Qrjy NOI = & -2y A(—R-yy) =R- & - X5

VIET/S = R&X‘S)‘FVXV;
Si la roue roule sans glisser sur le sol, alors la vitesse de glissement est nulle : Vi¢, /s = 0.
Ce qui permet d’écrire la relation entre la vitesse du vélo et la vitesse de rotation de la roue.

Viers =0 =R-& X +v-X

v=—-R-&

Nous allons préciser cette relation de
non glissement a partir de la figure ??,
celle-ci représente un engin de chantier a
chenilles.

Soit I un point d’un patin de la chenille
en contact avec le sol. On comprend bien,
si le tracto-pelle ne glisse pas que :

s
VIEpaLin/sol =0

On peut imaginer que si la longueur de
contact entre la chenille et le sol tend vers 0,
cela ne modifiera pas la vitesse du point I
du patin par rapport au sol tant que celui-
ci est sur le sol. On peut donc considérer
que si la roue roule sans glisser, alors la vi-
tesse de glissement est nulle.

Ficure 7.21 - Engin a chenilles

7.6.7 De la détermination de la vitesse d’un point

Nous venons de voir au-dessus trois possibilités de calcul de la vitesse d’un point d"un solide.

— » [d=—
Dérivation du vecteur position : Vgc; /0 = [aOB]
0

Champ des vecteurs vitesse : Vgca/0 = Vaca/0 + Q2,0 AAB

Composition des vecteurs vitesse : Vcy,0 = Vee2/1 + Veeio

Ces trois méthodes sont en général toujours utilisables mais il faut toujours s’assurer d’étre dans le
domaine d’emploi de la méthode.
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Dérivation du vecteur position : cette méthode ne s’applique pas uniquement a un point d’un solide
mais a tout point, il est donc nécessaire avant de I’appliquer pour un point d’un solide de s’as-
surer que celui-ci est intrinséquement 1ié au solide. On évitera donc de I'utiliser pour un point
géométrique de contact (vitesse de glissement) ou si B est un point du solide 2, on ne calculera

. [d=—
as V, = |5-0B| .
P Bel/0 { at } .

Champ des vecteurs vitesse : une seule contrainte, 'appartenance des deux points au solide.

Composition des vecteurs vitesse : la détermination effective de la vitesse utilisera les deux mé-
thodes ci-dessus, il faudra donc s’assurer que chaque méthode est appliquée correctement.

A7 Le torseur cinématique

En préalable a la définition du torseur cinématique, nous allons dans un premier temps caractériser
cette notion mathématique.

7.7.1 Compléments mathématiques : le torseur

C M 11 : Torseur

Champ de vecteur : Un champ de vecteur caractérise une propriété vectorielle dépendant du
point d’observation : le champ électrique créé par une charge ponctuelle, le champ gravitationnel
créé par la Terre ou le Soleil, le champ de pression de I’eau sur un barrage, le champ des vecteurs
vitesse d"un solide dans son mouvement par rapport a un autre.

e

Soit M(P), la fonction vectorielle associée au point P de 1’espace. Soit Q un point de I’espace, et
—
M(Q) la fonction associée. Le champ de vecteur est un champ de moment s'il existe un vecteur
R unique tel que pour tous les points P et Q :

M(Q) = M(PJ+ QPAR

Equiprojectivité : Un champ de moment est équiprojectif

—

M(Q]-R =M(P)- R
P,

Torseur : On appelle torseur au point

R
-,

I’ensemble constitué des deux vecteurs :
-
— R :larésultante du torseur, c’est un invariant,
—

— M(P) : le moment du torseur au point P, il dépend du point.

Le torseur {T} est défini en un point, ce méme torseur exprimé au point Q s’écrit :

3
m{m=m—m®ﬁ}q

Le champ des moments d'un torseur est un champ équiprojectif.
On peut aussi écrire ce torseur en précisant les coordonnées des deux vecteurs mais il est alors
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nécessaire de préciser la base d’écriture.

ﬁ' Rx  Mpy
{(‘T}:{_’} = Ry MPy
MPI e (R Mpy

(X4,

HZE
X,v,Z)

Les coordonnées du torseur sont nommées les coordonnées pliickeriennes.

Remarque : Ne jamais omettre de préciser le point et la base d’écriture du torseur.

Egalité de deux torseurs : Deux torseurs sont égaux s'ils ont les mémes éléments de réduction
en un point, réciproquement s’ils ont les mémes éléments de réduction en un méme point, ils

sont égaux.
RY Rz R =Ry
Tl = (@ =—lol ={—t 1 - >
ok {2}:{M1(P1}P {MZ(P]}P o {M 7} = Mo(P)

Torseur nul : Un torseur est nul, si ses éléments de réductions en un point sont nuls. Ces
éléments de réduction sont alors nuls en tout point.
— —
R R
Addition de deux torseurs : Soit {T, } = 1L et ) = —~2 .\ deux torseurs
Mi(A)f Ma(A) |
écrits au méme point A alors la somme des torseurs s’écrit :

{7} = {71} +1{T75}

[ K R, _ Ry +Ry
= {M1 (A)}A+ {MZ(A)}A {MI(AHMZ(A)}A

Attention : la somme des composantes ne peut s’écrire qu’au méme point et dans la méme base.

‘R' Ry Mpx
Multiplication par un scalaire : Soit {J} = {v—r} = (Ry Mpy un torseur et A un
M(P)
P R, Mpy P
(X,9.2)
7 ARy A-Mpy
scalaire alors A - {T} = A - {——»} =qA-Ry A-Mpy
MPI e (AR A-May),
- (X7,2) -
R
Comoment de deux torseurs : Soit {T;} =<{ — 1 4 ot {T,1 ={ "2, deuxtorseurs
o=} =g}

écrits au méme point A alors on note

C={T}e{T,}= {ﬁ} ®{L} =Ri-Ma(A) +R; - M (A)
A A

le comoment des deux torseurs. Le comoment est un scalaire, le résultat ne dépend pas du point
de calcul, c’est un invariant.

Automoment d’un torseur : Soit {7} } = {Mkﬁ)’} alors
1
A

_ [ R Rl _, &
Ai{%}@{rﬂ}i{M1(A)}A®{M1(A)}A72 R1-Mj(A)

Torseur couple : Un torseur est dit torseur couple si la résultante du torseur est nulle. Le
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moment d"un torseur couple est identique en tout point.

5]
e)={—s
{ } { (P)}VP

L'automoment d’un torseur couple est nul.
Torseur glisseur : Un torseur est un torseur glisseur si la résultante d"un torseur n’est pas nulle
et que 'automoment est nul. Il existe alors un point A tel que :

Y

Axe central : On appelle axe central du torseur la droite (A, i) telle que pour tout P apparte-
ment a la droite (A, ) ona:

M (P) =A-Ry
Réduction canonique d"un torseur : On appelle réduction canonique d'un torseur, sa réduc-

tion en un point de 1’axe central.

7.7.2 Torseur cinématique

Nous avons vu que les vitesses des points d"un solide se déduisent a partir de la relation suivante
(dite formule de Varignon ou de changement de point) :

Vie1/0 =Vacio+Q1,0NAB

avec )5 /¢ le vecteur vitesse de rotation du solide 1 par rapport au référentiel 0.
De cette relation on déduit la propriété d’équiprojectivité obtenue en multipliant les deux membres
—
de I'égalité par AB :

Veei/0-AB=Vac1,0-AB

La relation de changement de point est la relation d"un champ des moments des torseurs.

On note
Q10
v D Sl VN
{]/O} {VAEI/O A

le torseur cinématique du solide 1 dans son mouvement par rapport au référentiel 0. On peut aussi
écrire ce torseur en précisant les coordonnées des deux vecteurs mais il est alors nécessaire de préciser
la base d’écriture.

Wy Vi

{Vvo}: wy  Vy
w, V. A
(XY,2)

Un torseur est toujours défini en un point particulier ainsi au point Bon a :

CYREN S v S
/ Vie1/0 = Vaero +Q10NAB | L
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7.7 Le torseur cinématique

Mouvement de rotation : le torseur cinématique d"un solide en rotation par rapport a un référentiel
s'écrit :

{vi0} = {VAS/]OO: 6};\

S’il n’existe qu'un seul point A, alors la rotation se fait autour du point A, le mouvement est

sphérique, s'il existe une infinité de point A alors le mouvement est une rotation autour de la
droite formée par ces points. Ce torseur est un torseur glisseur

Mouvement de translation : le torseur cinématique d’'un mouvement de translation s’écrit :
[
{vio} = v
PET/0 ) ypeq

Mouvement hélicoidal : le torseur cinématique d"un mouvement hélicoidal s’écrit :

{10} = Qo =610-T
1/0 Veer0 =2 Q1,0 YPE(AD)

Si A = 0 alors le mouvement est un mouvement de rotation autour de l’axe (A, ).

Ce torseur est un torseur couple.
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7.8 Feuille de travaux dirigés n°7

Soit I'éolienne de la figure ??.
La nacelle (1) pivote autour du mat (0) suivant 1'axe (O, zg).
L'hélice (2) pivote autour de l'axe (A, x7). On note :
— 0 = (X3,%7) le parametre de rotation entre le repere asso-
cié a la nacelle et le mat,
— B = (z7,22) le parametre de rotation entre 1'hélice et la
nacelle,
— OA=a-x7,
— Ble point a 'extrémité de la pale AB=b- Z, avec
b=23m.
Q1. Tracer les deux figures de changement de base.
Q2. Déterminer la vitesse du point A et du point B par rapport
au repere Ry = (0,%3,Y3, 29)-
Q3. Ecrire les deux torseurs cinématiques {V1 /0} et {\72 /1 } en

A eten O puis {\72/0} enAeten O.
Q4. Déterminer 1’accélération de ces deux points par rapport au
repére Ro. £ 1

L'éolienne est orientée dans le vent et ne bouge pas, la vitesse de rotalt:ilgrllJ l35e7l zél_ic]gzoelé%gle’\gulée et
maintenue constante.
Q5. Donner alors l"accélération de ces deux points.

B(t)
dt

Q6. La vitesse maximale admissible au bout de la pale est Vinax = 70m - s, endéduire w,1 =
pour 6 constant.

Présentation

Le robot SCARA (Selective Compliance Assembly Robot Arm) est I'un des robots les plus utilisés
en industrie. Il est trés souvent utilisé pour réaliser des assemblages (figure ??).

La structure de base des robots SCARA est a deux degrés de liberté, deux rotations d’axes paralléles,
'une entre le carter (0) et le bras (1) autour de (O, z3), et une autre entre le bras et 'avant-bras (2)
autour de l'axe (A, z3).

A ces deux rotations s’ajoutent une rotation autour de 1’axe (B,z3) et une translation de méme
direction permettant des opérations d’assemblage et de vissage de la pince (3).

Données :

— OA=a-Xjaveca=50cm; — a=(xg,x7) = (Yg,y7)

_;ﬁg’:b.,<—2’+c,z—0’ avec —90° < « < 90°
egfcb:SOcmetc:Scm; _ Bz(ﬂ,g)z(y—{,—z’]

— BP=-A-zgavec5cm < A < 30cm; avec —135° < B < 135°

Q1. Tracer les figures de changement de base.
On pose Py, Py et P les coordonées du point P dans le repere (O, X3, Y3,20)-
Q2. Déterminer OP en fonction de a, b, o, et A.
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7.8 Feuille de travaux dirigés n°7

_
Yo X2
B
_
X1

Ficure 7.23 — Robot SCARA

Q3. Déterminer « et 3 en fonction de Py et Py,.

Q4. Tracer le domaine du plan (O, %3, y¢) dans lequel le robot peut saisir et manipuler des pieces.
Différencier les zones pour lesquelles il n’existe qu'une combinaison de « et 3 pour atteindre un point
donné et les autres.

Q5. Déterminer VAE]/O ’ VBEZ/O/ Vp€3/0

Q6. Déterminer rAe]/O , rgez/o, rp€3/0

Exercice 5 - Etude d’une voiture en virage
Corrigé page ??

Présentation
Soit une voiture dans un virage plat.

/ Vue de la roue arriére droite

Ficure 7.24 — Trajectoire circulaire

On note :
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— Ro = (0,%3,Y3, z5) le repére associé au sol (0).

— O :le centre de la trajectoire circulaire.

— Ry = (H,x7,Y7,z7) le repére associé au véhicule (1) avec OH = R et H le milieu de 0,03, les
centres des deux roues arriéres.

de

dt

— 03, 03, 04, Os, respectivement les centres des roues arriere droite (2) , gauche (3) , roue avant

) — et Sl N

droite (4) et gauche (5) avec 0,03 = 0405 = —b - X7 et 0,04 = 0305 = a-y7.

— w27,Ww31,Ww41,ws7, les vitesses de rotation des roues par rapport a leur axe de rotation par rap-
port au véhicule.

— (x¢,%x1) = (Y&, Y1) =0 etwio =

— I, I3, 14, Is, le point de contact avec le sol de chaque roue. On suppose que les roues roulent
sans glisser en I;. On pose 1 le rayon des roues.

— a
— On note G le centre d’inertie de la voiture avec HG = 5 VI

— Les deux roues motrices sont les deux roues avant, les deux roues arrieére sont libres en rotation.

Q1. Justifier le tracé de la vitesse du point H du véhicule par rapport au sol V¢ /o puis la déterminer.

On pose x4 = @: etys = z§ /X3 le repere associé a la roue (4) (respectivement x5 = (E,(S
[o-d] o9

etys = z3 AX3).

Q2. Déterminer le torseur cinématique du véhicule par rapport au sol {V1 /0} en H. En déduire

Vo,e1/0, Vose1,0, Vo,e1/0, Voset 0. Montrer que les deux derniéres vitesses s'écrivent

Vo,et/0 =la-Ya et Vo0 = Is - 3.

Q3. Tracer a 1’échelle VOzE]/OI V03€1/0, V04€1/0, V05€1/0 sur le schéma.

Q4. Donner les torseurs de chaque roue par rapport au véhicule puis par rapport au sol.

Q5. Déterminer Vi,e2/0, Vise3/0, Vigea/0 €t Visez0-

Q6. Rappeler les conditions de non-glissement en I, I3, 14 et I5 en déduire w7, w31, way et wsy.

Exercice 6 - Manege Pieuvre
Corrigé page ??

Présentation

Le manege pieuvre est un classique des foires. Il procure des sensations par son mouvement épi-
cycloidal qui produit de fortes accélérations. L'objectif de ’exercice consiste a déterminer les carac-
téristiques géométriques (longueurs des bras) et cinématiques (vitesses angulaires des bras) afin de
respecter l’extrait de cahier des charges donné (table ??).

Soit O le centre de la rotation principale d’axe (O, z3) entre le carter et les trois bras (1) a 120°. Le
repere Ry = (0, X3, Y3, z3) est lié au carter (0). La nacelle (2) est en rotation en rotation par rapport
au bras (1) autour de 'axe (A, zg). Le repére Ry = (O,X7,7,27) est associé au bras (1), le repére
R, = (A,X2,Y32,22) est associé a la nacelle (2).

Fonction Criteres Niveau

Assurer des Vitesse maximale 40 km/h
sensations fortes | Accélération maximale 15g
en toute sécurité | Accélération minimale 05g

TabLEAU 7.1 — Extrait du cahier des charges

Q1. Tracer les figures de changement de base.
Q2. Déterminer le vecteur OB.
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7.8 Feuille de travaux dirigés n°7

—ﬁ7R1 X1,
—ﬁfRz X2,
— (%6, %7) = (Yo, y1) =6,

doe .
== =9,
Wio =
w *—d“*&
n=gr =%

pendant la phase de régime
permanent, on considere que
w1 est constant. A l'instant
initial, les points O, A, B sont
alignés.

FiGURE 7.26 — Manége pieuvre

Q3. Déterminer les vitesses : Vac1,0, VBe2/1 puis Veez, 0 sous la forme la plus concise possible en
fonction de wip, w21, Ry et Ry.

Nous avons 4 grandeurs a déterminer (R, Ry, wyo et wy7) pour trois critéres dans le cahier des
charges. Il ny a pas de solution unique. On suppose donc une condition supplémentaire, a savoir que
les vitesses de rotations sont telles que w1 = —2 - wio.

Q4. Pour quelle valeur de «, || Vg2 0| 1a vitesse est-elle maximale ? Préciser alors I’expression littérale
—
de Vinax = ||VB€2/OHmux'L~
Q5. Déterminer, Ige2,0, 1'accélération du point B par rapport au repére (O,Xg, ¢, z3) pendant la
phase de régime permanent de la maniére la plus succincte possible.
Q6. Pour quelle valeur de «,
212 . a— . P ’ . ipr s
Qé6a. l'accélération ||Ige2 /0l est-elle maximale? Préciser alors 1’expression littérale.
Q6b. l'accélération |[Tge2 0]l est-elle minimale ? Préciser alors 1’expression littérale

51

7 Cinématique du solide

Q7. Déterminer alors les valeurs numériques de Ry, R et wio qui permettent de respecter le cahier
des charges.

Exercice 7 - Ponceuse vibrante
adapté de E3A MP 2003 Corrigé page ??

Présentation
Le schéma cinématique (Figure ??) modélise une ponceuse vibrante, le plateau triangulaire (4) est
entrainé en rotation par le bras (3) . Le bras (3) peut pivoter et glisser, a la fois avec le plateau (4) et
la manivelle (2). La manivelle (2) est entrainée par le moteur.
La vitesse de rotation du moteur est constante w,

(a) schéma cinématique

— AB=r-23 — AC=d-x _dox(t)
— BN=pu-z3
— NC=A-x3 — (U1,92) = (21,23) = 62(t) — (x1,xa) = (y7,ya) = 0a(t)

(c) données

FiGure 7.27 - Schéma cinématique de la ponceuse vibrante

Q1. Tracer le graphe de structure du mécanisme, préciser les liaisons.
Q2. Tracer les deux figures de calcul
Q3. Ecrire la fermeture géométrique
Q4. Déterminer la relation entre 6 et 04 en fonction des différents parametres.
Q5. En déduire la relation entre 8 5 et é4 puis en fonction de wy,.
Q6. Tracer 'allure de 0,4(t) pour w, constant
On note P le point extréme du plateau avec CP=—h-Z7 +R-%3.
Q7. Déterminer Vpcy,/1 en fonction de w, puis Mpeg/q-
On s'intéresse maintenant aux vitesses de glissement entre le bras et les deux solides
Q8. Déterminer Vge3 /2 et Vges/a-
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