Chapitre

10 Modélisation des actions
meécaniques

Apres avoir étudié le comportement cinématique des solides, avoir modélisé les liaisons entre
solides, nous allons étudier les actions mécaniques et leur effet sur le comportement et I’équilibre des
solides. Dans cette premiére partie, nous allons identifier et modéliser les actions mécaniques.

10.1 Actions mécaniques

10.1.1 Définition

On appelle action mécanique toute cause susceptible de :

— Maintenir un solide au repos.
— Créer ou modifier le mouvement d’un solide.

— Déformer un solide.

10.1.2 Nature et classification des actions mécaniques

On distingue deux grandes familles d’actions mécaniques suivant leur mode d’action :

Actions mécaniques de contact : on retrouve ce type d’actions dans toutes les actions entre solides
et entre un fluide et un solide. Ces actions agissent sur la surface du solide.

Actions mécaniques a distance : les actions mécaniques a distance caractérisent les actions méca-
niques transmises sans contact et agissant principalement sur tout le volume du solide. Les ac-
tions a distance sont principalement dues a 'effet de la gravité sur les corps, mais on retrouve
aussi ce type d’action avec les phénomenes électromagnétiques.

10.1.38 Actions mécaniques de contact

Compte tenu de la rugosité, des défauts de forme et de la déformation des matériaux (figure 10.1),
il est généralement impossible de caractériser exactement le contact réel entre deux solides et la

nature des actions transmissibles par ce contact.

(a) Contact réel (b) Contact surfacique (c) Contact ponctuel (d) Contact ponctuel
parfait réel parfait

FIGURE 10.1 — Contacts réels et contacts théoriques

Nous considérerons généralement que les contacts entre deux solides sont réalisés par des surfaces
parfaites. Les contacts seront donc :
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— des contacts surfaciques : au travers d’une surface de contact (plan/plan, cylindre/cylindre,
sphére/sphere,...),

— des contacts linéique : au travers d’une ligne (cylindre/plan, sphére/cylindre,...),

— des contacts ponctuels : au travers d’un point de contact (sphére/plan, ...).

On remarquera que les deux derniers sont parfaitement théoriques, un contact véritablement ponc-
tuel impliquerait une pression de contact infinie et donc la destruction des solides ! Faire ’hypothése
d’un contact ponctuel ou linéique, c’est supposer que la surface de contact est petite par rapport aux

autres dimensions des solides.

10.2 Modéle local / modéle global

10.2.1 Action mécanique a contact surfacique

Définir I’action mécanique transmise a travers un contact surfacique nécessite de préciser :

— la nature de la surface de contact,

— la normale au plan tangent de contact en chaque point P de la surface de contact (par conven-
tion, on oriente la normale vers ’extérieur du solide étudié),

— l’allure de la pression de contact en chaque point P de la surface.

Remarque : dans un premier temps nous supposerons que les contacts sont parfaits, sans frotte-

ments.
La figure 10.2 montre I’allure de deux répartitions possibles de ’action mécanique élémentaire du

solide S sur le solide Sy, la premiére en supposant une répartition uniforme de la pression de contact
entre les deux solides, la seconde variable.

surface de —
pn(P) contact n(P)
S ® /
P
(a) contact plan/plan (b) normale au contact

P . 712
dF;_,, : action élé-
mentaire

ds : élément de sur-
face

(c) répartition de pression uniforme (d) répartion de pression va-
riable

FIGURE 10.2 — Contact surfacique plan : action mécanique du solide S; sur le solide S,

—_—
On note dF;_,»(P), Paction mécanique élémentaire agissant du solide S; vers le solide S,. Cette
action est orientée vers le solide isolé (ici S,), elle dépend de la valeur de la pression de contact en
chaque point P de la surface de contact.
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—>
— n(P) : la normale en P dirigée vers ’extérieur du so-
lide isolé,

2 e — _ . . . 2
dF12(P) = —p(P) - ds - n(P) p(P) : la pression au point P [N/m~],

— ds:I’élément de surface infinitésimal autour du point
P sur lequel agit la pression.

La figure 10.3 montre deux possibilités de répartition de pression entre deux cylindres, la premiére
qui suppose une répartition uniforme est trés certainement fausse, la seconde est certainement plus
proche de la réalité mais beaucoup plus difficile & déterminer.

n(P)

FIGURE 10.3 — Répartition de la pression entre deux cylindres

Pour déterminer I’action mécanique globale agissant de Sy sur S;, il suffit d’intégrer sur la surface
de contact.

s :J dFy (] :J —p(P)-ds - n(P)
PeS PeS

Il reste a définir I’élément de surface. On choisit les coordonnées cartésiennes, les coordonnées
polaires ou sphériques en fonction de la nature de la surface (figures 10.4) :

v, 1Y Y

dx
Y ‘*ﬂ- dy

—

X] X XZ R] T Rz

Y1 |, 04 \t X
A,
ds =dx-dy ds=1-do-dr ds=R-sing-df-R-de
(a) coordonnées cartésiennes (b) coordonnées polaires (c) coordonnées sphériques

FIGURE 10.4 — Elément de surface ds

Pour ces différents cas, I’action globale devient;

En coordonnées cartésiennes :

Fia =J dF 2 (P) = J —p(P) - n(P]ds
PeS PeS
y=Yy rx=X3 N
Fios =J J p(P) - n(Pldxdy
y=Yq Jx=X4
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—

et les coordonnées de n(P) ici: n(p) = Z.

En coordonnées polaires :

, Rz 02 _
Fi.2 :J’ J —p(P) - n(P) - rdodr
Ry Jo,

et les coordonnées de n(P) ici : n(p) = Z.
En coordonnées sphériques :

_ 02 ro2 ,
Fi.2= J J —p(P) - n(P) - R?sin @dbde
01 Jo,

Il faut aussi préciser les coordonnées de n(P) dans la base d’intégration en coordonnées sphé-
R-sin¢ - cos6

riques, n(p) = { R-sin¢ -sin®
R-cos
10.2.2 Action mécanique a contact linéique

Le contact linéique est défini comme le contact surfa-

cique.
ligne de

dFy2(P) = —pa(P) - dl-n(P) contact

Fia =J —pa(P)-dt - n(P]
PeS

— la pression est une pression linéique p»(P) : [N-m~'],
— P’élément d’intégration est homogéne a une longueur
de.
n(P) ligne de
contact

FIGURE 10.5 - Contact linéique

10.2.3 Action mécanique a contact ponctuel parfait

Le contact ponctuel parfait n’existe pas, en effet le contact entre deux corps ne peut se réaliser
sans déformation de la zone de contact et sans frottements. On modélise par un contact ponctuel, les
contacts dont la surface d’action est trés réduite
point de

o point de n
I contact

3 contact ,

Fi2
P

S>

FIGURE 10.6 - Contact ponctuel
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L’action mécanique ponctuelle est directement représentable par un vecteur au point de contact :
Fi2=Fi_aon

Exemple guidé : Barrage poids

La figure 10.7 modélise de facon simple un barrage poids. Un barrage poids doit pouvoir retenir
par son propre poids ’eau accumulée en amont.

On se propose de caractériser ’action mécanique de I’eau, ’effet de la gravité, puis 1’action
du sol sur le barrage et définir les conditions de I’équilibre.

FIGURE 10.7 — Barrage poids

On note :
— dFe(Q) = —p(h)-ds- 7, Paction élémentaire de la pression de ’eau sur le barrage avec

— p(h) = h-p- g la pression a la profondeur h (p masse volumique de I’eau et g =
9,81 ms?),

— ds I’élément de surface sur lequel agit la pression,
— T la normale a la surface du barrage orientée vers I’extérieur du solide.
— le point O est a la surface de I’eau, au milieu du barrage,
— H : la hauteur d’eau = la hauteur du barrage,
— b : la largeur de la base,
— L : lalargeur du barrage,
— 04 = (0,y,2).

Action mécanique de ’eau sur le barrage
L’action élémentaire de ’eau sur le barrage s’écrit :

dF. ., =—p(h)-ds- T avec p(h)=p-g-(—2z)

L’action totale s’écrit donc :

P

FHb:J Fon N
QeSs
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Cela devient :

s e > —>
IcIn =—%X

, y=—5 10
Feﬁb——J J p-g-z-dy-dz- %X
y=—=5% J-H
finalement
Fe_>b=2-p-9-H2~L-7<’
10.3 Action mécanique a distance

10.3.1 Modele local

Une action a distance est une action telle la gravité ou le
champ magnétique terrestre qui s’applique sur chaque élément —
-\ : . f(Q)-u(Q)
de matiére qui constitue le corps E.

On peut ainsi en chaque point Q et pour ’élément de volume
élémentaire dv associé du solide S, définir I’action élémentaire Z0 do
auquel il est soumis, avec dz

— f(Q) : la fonction qui décrit la répartition de ’action a
distance en chaque point de I’espace,

— u(Q) : le vecteur directeur de cette action. L
FIGURE 10.8 — Action a distance

dFss(Q) =f(Q) -u(Q) - dv
Frs(Q) = JQGS f(Q) m -dv

L’élément de volume (figure 10.9) dv est défini, soit en coordonnées cartésiennes, soit en coordon-
nées cylindriques ou sphériques.
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dv=dx-dy-dz dv=r-d0.dr-dz dv=r-sing-do-r-d¢ -dr.

(a) coordonnées cartésiennes (b) coordonnées cylindriques (c) coordonnées sphériques

FIGURE 10.9 — Elément de volume

10.3.2 Modélisation de I'action de pesanteur

L’action de la pesanteur est une action a distance, le poids représente ’action de la pesanteur sur
le solide S. L’élément d’intégration sur lequel agit la gravité est un élément de masse dm.

Pg—)S(Q):J gﬁidm:J g(Q] - p(Q) - dv
QeS Qes
Pyss(Q) = —ers 0(Q) - 9(Q) - 73 - dv

— ¢(Q) : la gravité au point Q,
— p(Q) : 1a masse volumique au point Q,
— Zg : vecteur unitaire vertical orienté vers le haut.
Si la gravité et la masse volumique sont constantes dans le solide, alors :

Pg—s(Q) =—p-9J Zg-dv=—p-g-V-Zg=-M-g-%
Qes
et V le volume du solide et M sa masse.

10.3.3 Centre d’inertie

On appelle centre d’inertie du systéme matériel X , le point G défini par :

J GPdm =0
Pex
L <§6+6§) dm:6>

J@dmj OPdm=70
> >

avec my - oG = J OP dm et finalement
b3
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—>
Dans un repeére cartésien, on note (xg,Yyg,zc) les coordonnées de OG et (x,y, z) les coordonnées
de OP:

1
XG:—J x - dm, yG:—Jy-dm, ZG:—J z- dm.
mys Jy my Js z

Remarques :
— Si le systéme matériel est un solide indéformable, le centre d’inertie est un point fixe du solide.

— Si le systéme matériel posséde un élément de symétrie matérielle, plan ou axe de symétrie,
aussi bien du point de vue géométrique que du point de vue de la répartition des masses, le
centre d’inertie appartient a cet élément de symétrie.

— Le centre d’inertie est confondu avec centre de gravité dans le cas d’'un champ de pesanteur
uniforme.

a ) Centre d’inertie d’'un ensemble de corps

Un ensemble matériel X est composé de n sous-ensembles
matériels X;. A chaque sous-ensemble ¥; sont associés sa masse
m; et son centre d’inertie G;, alors

1 & N
OGz—E;mi'OGi.

Le centre d’inertie d’'un ensemble de corps est le barycentre
des centres d’inertie.

Si les corps sont des solides indéformables immobiles les uns
par rapport aux autres, le centre d’inertie de I’ensemble est fixe
dans un repere lié a cet ensemble.

FIGURE 10.10 — Centre d’inertie
d’un ensemble de
corps

b ) Théorémes de Guldin

Enoncé (Centre d’inertie d’une courbe plane)

Soient (C) une courbe du plan (TT) et (A) une droite du plan ne coupant pas (C). L’aire de la surface
engendrée par la rotation de la courbe (C) autour de la droite (A) est égale au produit de la longueur de la
courbe L par le périmétre décrit par son centre d’inertie 27t - Tg.

S=2n-rg-L

On associe a la courbe (C) (figure 10.11a) une masse linéique A constante, dm = A - dl d’ot1 la
masse totale de la courbe m. =A - L.
La position du centre d’inertie de la courbe est calculée par la relation générale :

mc~(ﬁ):J OP . dm
C

A-L-o_G’:J OP-A- dL
C

Aprés simplification puis en ne prenant que la projection suivant 7 :

L.o_G’ZJ

OP dl = L-rGZJ rdl
C

C
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Calculons maintenant la surface engendrée par la rotation de la courbe

27T
S:JT~d6-dl:J d6~J T~dl:27rJ r-dl
3 0 C C

En substituant J - dl =1L rg dans cette égalité on retrouve bien le résultat cherché.
C

(a) Centre d’inertie d’une courbe plane (b) Centre d’inertie d’une surface plane

FIGURE 10.11 — Théorémes de Guldin

Enoncé (Centre d’inertie d’une surface plane homogéne) Soient (S) une surface du plan (17) et (A)
une droite du plan ne coupant pas (S).

Le volume engendré par la rotation de la surface plane tournant autour de Uaxe (A) est égal au produit
de Uaire de la surface par la longueur du périmétre décrit par son centre d’inertie.

V=2m-rg-S

On démontre cette égalité comme la précédente. On associe a (S) (figure 10.11b) une masse sur-
facique dm = o - ds constante et mg = o - S.
Par définition :

ms-&f:J OP - dm
S

s.aazjaﬁ.ds
S

soit en projection suivant 7

S-rng T-ds
S

Le volume engendré par la rotation de la surface (S) s’écrit :

27
V:Jr.de.dszj de-JT‘-dSZZT[J T-ds
) 0 S S

d’ou la relation cherchée :
V=2mn-rg-S.
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Remarque : l'utilisation des théorémes de Guldin permet de simplifier le calcul de position du
centre d’inertie dans la mesure ol ’on connait les caractéristiques du volume et de la surface balayée.

10.4 Moment d’une action mécanique

10.4.1 Moment d’une action ponctuelle

Le moment d’une force par rapport a un point
donné ou a un axe est une grandeur physique
traduisant I’aptitude de cette force a faire tour-
ner un systéme mécanique autour du point ou de
l’axe.

Ainsi, 'action du pied sur la pédale F,_,> en P
(figure 10.12) ne suffit pas pour décrire le mou-
vement de rotation de la pédale.

On appelle moment en A de l'action F,,_,> la
quantité

MA)FPHZ =APA Fpﬁz [N . m]

Ce vecteur permet de définir I'effet de ’action
mécanique a distance du point d’application. b

Pour ’exemple du pédalier, on trouve :
FIGURE 10.12 — Moment d’une action mécanique
Ma r

yp—=2

= (A_B>+ﬁ5) /\*Fpﬁzz_o)
:(d'y_{JFa'X_O))/\*FpHZ'Z_O)

—d-cosO-Fy,p X0+ a-Fp2-4g

La composante du moment en projection sur X représente I’action mécanique qui va entrainer la
pédale en rotation autour de I’axe du pédalier, ’autre & tendance a « tordre » la pédale autour de
l'axe (A,Y3).

Remarque : le moment d’une action ponctuelle en son point d’application est nul.

10.4.2 Moment d’une action de pression

Dans le cas d’une action mécanique de pression, le moment est défini par

1\/[0)]:142 = Jpes OPA dF1_>2

Il est souvent utile de déterminer un point B tel que

N
MBsF]AZ =0

en ce point, ’action mécanique est modélisable uniquement par la résultante de I’action de pression.

10



10.5 Torseur d’action mécanique

10.4.3 Moment du poids au centre d’inertie

On sait que I’action de la gravité sur un solide s’écrit :

Py—s(Q) = JQES m ~dm

on définit alors le moment des actions de gravité en un point O :
Mo, =] 00 ¢(Q] dm

>

Si g(Q) est constant, alors :

MO,g—)S = o (dem/\@’

en calculant ce moment au centre d’inertie G :

Mg, g—s = o C;_d'Cl“l/\fJ>

— —
On retrouve sous l'intégrale, la définition du centre d’inertie jQ GQ -dm = 0, finalement

N
Mg,g»s =0

>

Le moment du poids est nul au centre d’inertie. Cette propriété est aussi vraie si g(Q) n’est pas
constant.

10.5 Torseur d’action mécanique

10.5.1 Cas d’une action mécanique ponctuelle

On vient de voir qu'une action mécanique doit étre représentée a la fois par sa résultante m et
son moment Ma g, ,, = AP A m, ou P est le point d’application de la résultante et A le point ol
on cherche a connaitre ’action mécanique.

Par définition, pour une action ponctuelle en son point d’application le moment est nul :

—_— —
Mpg,,, =0
On cherche une relation entre le moment d’une action mécanique en deux points, A et B.

MA,R1*>2 = AP /\ R] —2

Mg r,.,, =BPAR1)

en introduisant le point A dans la seconde relation :

MB,R1_,2 = E?/\R]Hz = (E—K—l—ﬁ) AR
MB,R1_,2 = B—A>/\R1_>2+ﬂ5/\R1_>2
MBaR]ﬁZ = /ﬂs/\ Ri_»2 —l—ﬁ/\ Ri_»

Finalement

Mg R, ., =MaR,.,, +BAARI2

11
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On reconnait la relation caractéristique d’'un champ de vecteurs équiprojectif, ce champ est un
champ caractéristique d’un torseur.
On peut donc décrire une action mécanique a partir d’un torseur, le torseur des actions mécaniques :

R]HZ
T\ MaR, L, =APARIS2 [

On note :
— Ry_,2 : la résultante de I’action mécanique de ’action de 1 sur 2,

— MaR,,, = AP ARy, : le moment de P'action mécanique de 1 sur 2 au point A (P, le point
d’application de I’action ponctuelle).

Si P est le point d’application de ’action ponctuelle, alors le moment est nul en ce point :

Ri2
A= —""3" -
- Mpg,, =0,
Le torseur d’une action ponctuelle est un torseur glisseur en son point d’application P.

10.5.2 Cas d’une action de pression

L’action mécanique peut étre représentée par

Fia=| da®i=| —p(p)-dsenP]
JPeS PeS
Mar. =] APAdRI=|  APA(-p(P)-dsnlP))
JPeS PesS
MaF,_, = AP AdF;_,,
Jpes
En B le moment s’écrit :
MB,F]%ZZJ' ﬁ/\dﬁ—ﬂzj (B_A>+m5)/\d]:1—>2
PeS Pes
MB»H%Z :J ﬁ/\dF]_Q-i-J B—A>/\dF1_>2
PeS PesS

Mg, =MaF,_, + BAAJ dFy 2
PesS

On retrouve la relation du champ des moments d’un torseur

Mg, ., =MaF, ., +BAAFI2

L’action mécanique d’un champ de pression peut se représenter par un torseur, il s’écrit en A :

Fioo= dF1-2(P)
A2 = IPes — —
Mar.=| APAdF,
Jpes A
eten B
Fioo= dFi-2(P)
A2 = s wes
MB»H%Z = J BP AdFi_2
Pes B

12



10.6 Prise en compte des frottements
Il existe un point Q tel que Mq f, ,, = E

Fi2
Aot = -
122 MQ)F1%2 = 0 o)

en ce point, le torseur est un glisseur.

10.5.3 Cas de la gravité

Le torseur du poids s’écrit au centre d’inertie G :

Mg ,g—»s =0

C’est aussi un torseur glisseur.

10.5.4 Torseur couple

Tous les torseurs d’efforts ne peuvent pas étre représentés par un torseur glisseur. Ainsi, I’action
mécanique transmise par le stator d’'un moteur sur le rotor est un torseur couple.

0
{Csyrt=¢— -
s Csr=0Csr-u VP

10.6 Prise en compte des frottements

Le contact réel entre deux solides ne peut se faire sans frottements. IIs sont souvent néfastes si
on considere I’énergie dépensée pour les vaincre mais nécessaire pour assurer la stabilité (pneus sur
route !).

10.6.1 Contact ponctuel réel

Soient deux solides S; et S, en contact ponctuel en I (figure 10.13). Le torseur des actions trans-
missibles par la liaison ponctuelle réelle en I du solide S; sur le solide S, s’écrit :

M[ 152 = Mpi2 - T+ Mry;

Ri, =Nz -R+T1s
{A1H2}—'{ 1—2 12 12 }
I

avec

13
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— 1, la normale au plan tangent au contact —

. Cone de
orientée de Sq vers S,, frottemeri

— N2, la projection sur T de la résultante du
—
torseur Ri_,, { S,

— TT;, la composante dans le plan tangent de
R1_,2 (la direction est a priori inconnue),

ey

— Mp12, la projection sur @ du moment du \
torseur (moment de pivotement autour de N
laxe (I, 0)),

e ——
— Mry,, la composante dans le plan tangent —
(moment de roulement).

Le mouvement de S, par rapport S; est défini
par le torseur cinématique suivant :

Q1 =Qpa1 - T+ Qryy
{\72/1}:{ /1 =42P21 ] }

Viez/1
FIGURE 10.13 - Contact ponctuel réel

— Qpj, : composante de pivotement autour de (I, 1),

— Qry; : composante de roulement dans le plan tangent,
e —
— Viea/1 - W =0 : condition nécessaire au maintien du contact entre S et S;.

10.6.2 Lois de Coulomb - Détermination de la résultante

Les lois de Coulomb permettent de déterminer la résultante de ’action réelle entre deux solides en
contact ponctuel, en fonction des trois cas suivant :

Absence de frottement : la résultante ne comporte qu’une composante normale, la composante tan-
gentielle est nulle quel que soit le mouvement :

Ris2
Ri2=Nj2- 1
T,=0
I

Frottement et glissement : la vitesse de glissement est non nulle ( Vicy/1 # 0 et Vigy/q - 10 = 0).

soit : génératrices du cone
de frottement

Viea/1 ATi2 =0

VI€2/1 -T2 <0

HTuH =1f-|Nj2
On note :
f=tang

14
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Les lois de Coulomb précisent alors :

— que la composante tangentielle de la résultante est colinéaire au vecteur Vi, ,; mais de
sens opposé (les frottements s’opposent au déplacement),

— que le module de I’effort tangentiel est proportionnel a la composante normale,
f est le coefficient (facteur) de frottement entre les deux solides, il dépend de la nature des ma-
tériaux en contact, de la qualité des surfaces frottantes et de la lubrification.

La résultante de ’action de contact entre les deux solides est sur le cone de frottement (fi-
gure 10.13). On note ¢ le demi-angle au sommet du céne de frottement.

La résultante ne peut se trouver que sur le cone.

Frottement sans mouvement : Vic;,; = 0, le module de la composante tangentielle n’est alors
connu que par une inégalité,

génératrices du cone
d’adhérence

] < s Py

et sa direction ne peut étre déterminée (la ré- ]rz) N1,
sultante est dans le cone de frottement). -
fo>f avec fq=tan@q, 2
}
—_ I
Inz]

On constate expérimentalement que ’effort nécessaire pour initier le déplacement d’un corps
sur un autre est supérieur a l'effort nécessaire pour maintenir le glissement.

Dans le cas de ’adhérence, on ne connait pas l’effort tangentiel, si ce n’est par sa borne su-
périeure, pour étudier les efforts; on suppose alors que le mouvement va se déclencher. On
suppose que le solide est a la limite du glissement dans une direction supposée déduite des
efforts appliqués, avec V|, 1’ la vitesse supposée en I entre les deux solides.

On détermine alors I'effort tangentiel comme génératrices du cone
dans le cas précédent : d’adhérence

VI€2/1//\T12 =0
VI€2/1/'T12 <0

H_ﬁ;H =fq - [N72]

e - .
Roulement sans glissement : Vic, /1 = 0, si les frottements ne sont pas nuls, alors on se trouve dans
le cas précédent avec

HleH < fa - INj2f.
On détermine la composante tangentielle en se mettant a la limite du glissement (dérapage), et

on applique les conclusions précédentes.
A ce frottement, peut se rajouter un frottement de roulement, décrit plus loin.
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10 Modélisation des actions mécaniques

Quelques valeurs de f et fq : les deux coefficients sont déterminés expérimentalement.
Plusieurs parametres influent sur ces coefficients, entre autres : la nature des surfaces, la rugo-
sité des surfaces, la lubrification, la déformation locale, la vitesse.
Tous ces parameétres font que les valeurs de ces coefficients ne sont que des valeurs moyennes
a manipuler avec précaution. De maniére générale et compte tenu de la remarque précédente,
dans les calculs, on ne considére qu’un seul type de coefficient, le coefficient de frottement.

Surface en contact fa f
Acier sur acier (sec) 0,60 0,40
Acier sur acier (visqueux) 0,10 0,05
Acier sur bois 0,20 a 0,60 -
Acier sur glace 0,04 -
Aluminium sur aluminium 1,10 -
Aluminium sur acier 0,6 0,5
Bois sur bois 0,25 a 0,50 -
Cable en acier sur poulie en acier 0,20 0,15
Caoutchouc sur acier 0,40 0,30
Caoutchouc sur béton 0,50 a 0,90 -
Caoutchouc sur glace 0,05 a 0,30 -
Pneus en bon état sur pavage sec 0,90 0,80
Pneus usés sur pavage humide 0,104 0,20 | 0,054 0,10
Téflon sur téflon 0,04 -
Téflon sur acier 0,04 0,04

—>

10.6.3 Détermination du moment My ;_,,

Par analogie avec le frottement de glissement, on définit un couple de résistance au pivotement et
un couple de résistance au roulement. Ces couples résistants interviennent dés que le contact ne peut
plus étre considéré comme ponctuel mais suivant une surface localisée (écrasement), la répartition
non homogene des actions élémentaires de contact créant alors ces moments résistants.

Les lois de contact entre deux solides sont complexes, et
des lois semblables aux lois de Coulomb pour les frotte-

ments de glissement ont été formulées pour modéliser ces Reépartition syme-

trique de la pres-

phénomenes. sion de contact :
La figure 10.14 montre une modélisation de la pression h=0
de contact entre deux solides, si la répartition est symé-
trique, alors il n’y a pas de moment résultant. Par contre n
dés que celle-ci n’est plus symétrique, un moment résistant i > Répartition
’ asymétrique
s’oppose au mouvement. Q .
PP 2" de la pression
de contact :
- S d i h = ||TI’]
Résistance au roulement : si Qry; # 0, alors I’
H Mri, H =h-|Nja| FIGURE 10.14 — Modélisation de la résis-

tance au roulement
avec h le coefficient de frottement de roulement
Résistance au pivotement : si Qpq, #0, alors
IMp12| =k - [Nz

avec k le coefficient de frottement de pivotement.
Remarque : les deux coefficients h et k sont homogénes a une longueur.
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10.7 Actions mécaniques particuliéres

10.6.4 Frottements fluides ou visqueux

Le modele des lois de Coulomb pour les frottements est parfois insuffisant pour décrire la nature
du contact entre deux solides.

11 est parfois nécessaire de remplacer ou de compléter ce modele par la prise en compte d’un effet
di a la vitesse de déplacement.

Fi,2=—fy-Viez/1 avecf,en[N-s- m~'].

Dans ce modele, I’action mécanique d’un solide sur I’autre est inversement proportionnelle a la vitesse
de déplacement relative.

10.7 Actions mécaniques particulieres

10.7.1 Action mécanique développée par un ressort de traction-compression

Soit deux solides (1) et (2) liés par un ressort

de traction-compression : /\/\/\/\/\/\/\/\/
— de longueur a vide : {y ;

[m]; | |
1 a vide :£ I
— de raideur : k [N-m1]; 1 | ‘ongueuravide =t 2 < 3
A B 1—2 =
— A et B, les points d’application de I’ac- \/\\/\\/Av/\\/\\/\\/A ~
) . u
tion du ressort sur les solides 1 et 2; ‘
1471 {— 1
— d’axe (A, ).
A th) AP AAAAANNB ]
L’action mécanique développée par le solide VVV y VVV N u -
, 152 =—k({l—¢C)u

(1) sur le solide (2) par ressort est proportion-
nelle a la variation de longueur du ressort :

FIGURE 10.15 - Action d’un ressort
Rio=—k-(t—10) -
L’action mécanique développée par le ressort est donc modélisable par un torseur glisseur :

{r-2) = {5}

VPE(B,T)

10.7.2 Action mécanique développée par un ressort spiral

L’action mécanique appliquée par le ressort spiral du solide 1 sur le solide 2 (figure 10.16) est un
couple proportionnel a la différence angulaire.

Ci2=—ke  (0—60) -z

avec : k. la raideur du ressort [N - rad~'].
Le torseur associé a I’action mécanique d’un ressort spiral est un torseur couple.

0
{61_>2}: {C—>}
1—2 VP

17



10 Modélisation des actions mécaniques

FIGURE 10.16 — Ressort spiral

10.7.3 Action mécanique d’'un moteur

De la méme manieére 1’action mécanique appliqué par le stator d’'un moteur sur le rotor est modé-
lisée par un torseur couple :

0
S—T Cm — Cm T wp

avec U ’axe de rotation du rotor.

10.7.4 Action transmissible par un engrenage

a ) Engrenage droit

Dans le cas d’un engrenage droit & den-
tures paralléles, I’action mécanique trans-

! : >~ Ligne de pression - M 208
mise par une roue dentée sur I’autre se fait v, L
suivant la droite d’action. Elle est représen- N
table par un torseur glisseur en 1. Y1 ) \ /
Le torseur de l’action mécanique de la FZ‘?‘ \ /’)
roue 2 sur la roue 1 s’écriten I : X1 [ ‘

O S

Pl o 02

{‘AZ—H} = =

0

I
soit en projection dans la (x7,y7,27) I~ (
—»} e1Fo1sinx 0O
I

F
{AH}—{ =1

=4 €f21c0sx 09 FIGURE 10.17 — Action mécanique dans un engrenage

0 0

avec €1 = +1 et 2 = +1 en fonction du repére et du sens de rotation de la roue 1. Dans le cas de la
figure 10.17,0on a:

F—> 'H:Z%] -sin20° 0

{A2H1}={ 2—71} =<{ —F,_1-c0s20° 0
0

I 0 0

A>—>~I>
(X7,91,21)
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10.8 Torseur des actions transmissibles par les liaisons normalisées

10.8 Torseur des actions transmissibles par les liaisons normalisées

Dans cette partie nous ne traiterons que le cas des liaisons parfaites, c’est-a-dire sans frottements.

10.8.1 Liaison sphére plan (ponctuelle) parfaite

Nous avons déja vu que le torseur de I’action ponctuelle par-
faite s’écrit en I, le point de contact entre les deux solides :

Fi2
{A b= —37 >
=2 My, ,, = 0 I

Dans toute base contenant le vecteur normal au plan tangent :

% 3 »
N

- —
(ﬁ, ?, ?), le torseur de I’action transmissible par une liaison e

ponctuelle est de la forme : e
S v=mAt
F152 0
Md=¢ 0 0
0 0), FIGURE 10.18 - Liaison sphére plan
(®,7,7)

Cette forme est valable en tout point P de I'axe (I, 7).

Fi2 0

{Ajb=4q¢ 0 0
0 0 VPe (L)
(7,7,7)

Ce torseur est un torseur glisseur.

D . . s
— (n, ?, ?) : indique que cette forme est valable dans toute base contenant le vecteur m,

— VP € (I, ) précise que le torseur a la forme proposée en tout point de l'axe (I, 7).

Relation entre le torseur cinématique et le torseur des actions mécaniques
Le torseur cinématique d’une liaison sphére plan s’écrit :

w1 0

{(Vap}=Sw2 V2

W3 V3) ype(Li)
", 7,2

Dans le cas d’une liaison ponctuelle parfaite, alors le comoment des deux torseurs est nul.

{Vzﬂ } ®{A1,,1=0

10.8.2 | Liaison appui plan
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10 Modélisation des actions mécaniques

Le torseur d’un contact surfacique plan de normale

T s’écrit en un point O : N m
1—2
F1~>2:J de1~>2(Q) ] |I |I |I |I
A= ™ _, S ds
MOyFIAZ :JQ SOQ/\dF1—>2
€ 0 I
. e AT
On consideére : S

— que la surface de contact est rectangulaire :
S=2-ax2-b,

— que la pression de contact est uniforme :
p(Q) = po constant.

Le torseur s’écrit donc :

FIGURE 10.19 - Liaison appui plan

—

F1_>2:—pJ ds- 7=-p-S-m
_ PeS
{‘A1—>2} - - 5 € — —
Mo.F, ., :—pJ OQAds -
Qes o)
Déterminons le moment en O, on pose OQ = x- t +1 - V avec (%, T, V) une base orthonormée
directe.

On pose :

— Mt(o):—POJ y-ds
QeSs

— Mv(0)=poj x - ds
QeSs

Le torseur de ’action transmissible par la liaison appui plan s’écrit donc :

T - Fi2 0
Fioa=Fo2-m
W)= = s =10 M)
7 WMoy, =Mi(0) - £ +M(0)- ¥ S, 0 My(O)
O
T,V

Montrons que cette forme est vraie en tout point P = (n, t,v) de I’espace.
Déterminons le moment en P de I’action de pression :

Mp 1,2 =Moo, 152 +POAFi ;-1
+

MP,]%ZZMt(O)'?Jer(O) (n-ﬁ+t'?+v-7)AF1%2~ﬁ

-V

Mp 12 =M (0)- T+My(0)- ¥V —t-Fi2-V+v-Fio-t

Mp,152 = (M¢(0) +v-Fi52) - T+ (My(0) —t-Fi2) - ¥
-V

Mp,1 2 = M((P)- T + M,(P)
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10.8 Torseur des actions transmissibles par les liaisons normalisées

Le torseur s’écrit doncen P :

— - Fi2 0
Fio2=F_2m
Ay} — { 5 4} ~ 10T M)
TR AWM = MUP TGP e
(R,T,¥)

Le torseur a bien la méme forme en tout point de 1’espace, la forme canonique de ce torseur est
donc :

— - Fin2 O
Fioo=F_o-7m
{AHZ}:{MPF ]—ZM 1tZJrM 7} =1 0 M
yF1—=2 t- :
102 vive 0 My
(®,T,¥)

Remarque 1 : on comprend bien ici que méme forme n’implique pas méme valeur, le torseur en
P a la méme forme que le torseur en O mais les moments en P et en O sont différents.

Remarque 2 : définir le torseur d’'une liaison sous sa forme la plus générale laisse la liberté de
choisir le point et la base de réduction les plus judicieux pour les calculs, mais une fois que ce point
est choisi, les valeurs sont imposées.

Remarque 3 : on note en général le torseur de I’action mécanique transmissible par la liaison sous
la forme :

X2 Liz
A1t =q( Y2 M2
Ziz Ni2),
(%,9,2)
10.8.3 Relation entre torseur cinématique et torseur des efforts transmissibles

par une liaison parfaite

Reprenons I’exemple de ’appui plan de ’exemple précédent.
Dans la base (X, {, Z) le torseur des actions transmissibles par une liaison appui plan de normale
Z s'écrit :

0 L2 5 N
Ris2=2Z12-z
A12b=49 0 M ={4> i _>}
zi, 0 )., Mpi1o2=Li2-X+Mi2-y)J,
(X,9,2)

Le torseur cinématique de cette méme liaison s’écrit :

21 (= Y = v = -
w, 0 o VPGZ/] =Vx- X +Vy y P
(¥,9,2)

Calculons le comoment des deux torseurs :

Arsde {Vzﬂ} =Ri52- Vpez/1 +Q2/1 - Mpj1o2
{‘A1—>2}® {VZ/]} = (Z]z . ?) . (VX . ?—i—vy . g) + (wz . 2) . (L]Z . )_(>_~_M]2 . g)
{A1—>2}®{V2/1} =0

Le comoment du torseur cinématique et du torseur des actions transmissibles d’une liaison parfaite
est nul. Cette propriété est généralisable a tous les torseurs d’action transmissible par une liaison
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10 Modélisation des actions mécaniques

normalisée parfaite. Le torseur cinématique et le torseur des efforts transmissibles d’une liaison sont
deux torseurs duaux.

10.8.4 Tableau des liaisons normalisées

On retrouve dans chaque tableau :

— La désignation normalisée et la désignation usuelle parfois rencontrée.

— Le torseur cinématique est a gauche, celui des actions transmissibles a droite.
— n. : le nombre d’inconnue cinématique.

— N : le nombre d’inconnue statique.

— Les symboles normalisés plans.

— Le symbole 3D.

—> — >
— (?, ?, E’) se lit toute base comportant le vecteur z.

— VP € (0, X) se lit tout point P de l’axe (O, X).
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Liaison Pivot
Liaison Pivot d’axe (O, X)
wyx O X 0
0 0 ,ne =1 Y M ,Ng =5
0 0 YPE(0,X) Z N YPE(0,X)
(%,7,7) (%,7,7)
- - 7:
4 4
v X
X Y
Liaison Glissiére
Liaison Glissiére de direction X
0V 0 L
0 0 ,ne =1 Y M ,Ng =5
O 0 VP Z N VP
(%,7,7) (»,7.,7)
— — ?
P4 4
N »&
| % °
Liaison Hélicoidale
Liaison Hélicoidale d’axe (O, X)
we Vi v P o X L Lo P x
o o 2ent Y M 2.n
0 0 VPe(0,X) e =1 Z N VPE(0,X) ne =5
(%.7.7) (%.7.7)
— - 7
F4 P4
C . xﬁég
| % g
Liaison Pivot glissant
Liaison Pivot glissant d’axe (O, X)
wyx Vi 0 0
0 0 b n'C = 2 Y M ) ns = 4
0 0 VPE(0,X) Z N VPE(O,X)
(3.7.7) (3.7.7)
- — ?
F4 4
v ! \J%
X
Liaison Sphérique
Liaison Sphérique de centre C
wy, O X 0
wy 0 ,Me =3 Y 0 ,Ng =3
wy 0) . z o).
VB VB
Z z
X
3 Y
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10 Modélisation des actions mécaniques

Liaison Sphérique a doigt de centre C et de doigt (O,

Liaison Sphérique a doigt

)

X
X 0
Y O
Z N

wyx O
wy 0 ,Ne =2
0 0).
vB
zZ
:

Liaison Appui Plan
Liaison Appui Plan de normale 7

0 Vi 0 L
0o Vv, ,Ne =3 0 M ,Ng =3
w. (l_yp z g_,vp
(7.7,2) (7.7,2)
z
—ol X
[ —
_I_ v Y

Liaison Sphére Cylindre de centre C et d’axe (C,

Wy Vi

wy 0

w, O
(»,7,

|0

,Me =4

z
@g

—
z
—
X

F

—
X

Liaison Cylindre Plan - Linéaire Rectiligne

Liaison Cylindre Plan de normale Z et de droite (I, X), I un

point de la droite de contact

we Vq 0 0
0 Vy y Ne = 4 0 M , Mg = 2
w, 0 VPe(L, ) Z 0 VPe(L )
(X, v,72) (X, v,72)
— — z)
P4 4
— —
4 Y
Liaison Spheére Plan - Ponctuelle
Liaison Sphére Plan de normale (I, Z), I point de contact
we Vq )
wy Vg ,n. =5 0 0 ,ng =1
w2 O VPe(L,Z) Z O VPE(L,Z)
(7,7,2) (7,7,2)
—
4
-
4
X
2 v
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10.9 Feuille de travaux dirigés n°10

Exercice 1 - Vibreur de téléphone
Corrigé page 30

Un vibreur pour téléphone mobile est réalisé a partir d’un solide (V), d’épaisseur constante h, formé
de deux demi-disques de rayon R; et R, accolés comme représenté sur la figure 10.20a qui tourne a
grande vitesse. Le centre d’inertie du vibreur n’étant pas sur I’axe de rotation (O, Z), le déséquilibre
génere des vibrations du téléphone.

On considére dans un premier temps le demi-disque homogéne (D) de rayon R;, d’épaisseur h et
de masse volumique p.

On définit le repére R (O, X, i, Z) tel que les plans OX Y et Oy Z coupent le solide (D) en 2 parties
égales (figure 10.20a).

(a) Vibreur (b) Demi-disque

FIGURE 10.20 — Modélisation vibreur de téléphone

Q1. Déterminer la masse m du demi-disque (D) en fonction de Ry, h et p.

Q2. Déterminer la position du centre de masse G du demi-disque (D) en fonction de R;.

Q3. Déterminer la masse M du solide (V).

Q4. Déterminer la position du centre de gravité Gy en fonction de R et R, et des autres dimensions.

Exercice 2 - Barrage vofiite
Corrigé page 30

A. Barrage voiite

Soit un barrage vofite (figure 10.21), le barrage a une forme
demi cylindrique de rayon R, et de hauteur d’eau H.

Le barrage est en appui sur les c6tés verticaux en A et B.

On note dF._,, 'action élémentaire de I’eau sur un élément
de surface ds du barrage. La pression de ’eau sur le barrage
dépend de la profondeur, p(h) =p-g-h.

On considére que l'origine du repére (O,X,Y,Z) est au
centre de la vofite et a la surface de I’eau.

Q1. Préciser les coordonnées du point P de la surface en contact
avec l’eau du barrage en coordonnées cylindriques.

Q2. Déterminer dF._,}, en fonction de 1, ds, p, et z la coordon-
née suivant Z de P.

Q3. Déterminer g:, préciser les projections.

Q4. Déterminer le moment en O de I’action de I’eau sur le bar-
rage.

Q5. Déterminer le point Q pour lequel 'action de I’eau sur le
barrage est modélisable par un glisseur.

Q6. Donner le torseur de l’action de 1’eau sur le barrage en O et en Q.

FIGURE 10.21 - Barrage vofite
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10 Modélisation des actions mécaniques

Exercice 3 - Pince sensitive de robot
TPE-1994 Corrigé page 31

A. Présentation

Le theme étudié est une pince de préhension montée a I'extrémité du bras d’un robot de manipu-
lation. Cette pince est équipée de capteurs permettant le contrdle des efforts de serrage lors de la
manipulation de piéces fragiles. La pince est constituée d’un bati 0 et de deux machoires de saisie,
5 et 5’, de forme adaptée aux pieces a saisir. Chacune de ces méachoires appartient a un parallélo-
gramme déformable. Ces deux parallélogrammes C, D, E, F et C’, D’, E’, et F’ sont identiques, disposés
symétriquement et animés par la tige de commande 1. La puissance nécessaire au mouvement est
fournie par un moteur électrique. Le mouvement de rotation de I’arbre moteur est transformé par
une chaine cinématique en mouvement de translation de la tige de commande 1.

D
b I

N E
y
A

0 -

—t— VX

Machoires

FIGURE 10.22 — Modélisation cinématique de la pince

B. Etude du contact piece / garniture de machoire

La pince est dans cette étude configurée pour la saisie de piéces cylindriques, les machoires pré-
sentent une forme adaptée. Ces deux machoires sont équipées de garnitures en élastomeére pour as-
surer le contact avec la piece & manipuler. La figure 10.23 représente la configuration de I’ensemble
{Piece-Garniture} en fin de serrage de la pince. Seule la garniture fixée sur la machoire supérieure y
est représentée.

Hypotheéses :
— La déformation de cette garniture, supposée seule se déformer, est alors limitée a la zone
grisée.
— Le torseur des actions mécaniques de la piéce sur la garniture est un glisseur. Cette situation

correspond a la transmission d’un effort purement radial de direction (C,, §) entre piéce
et garniture, soit : Fpiccesgarniture = Fpsg =Y+ Y avec Y > 0.

Données :

— A dimension longitudinale de la garniture suivant la direction (C;, §)

— —

— CzC] :e~§’,PM:6(6)-1T2’
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— e est petit devant R; et Ry

— la pression de contact en un point M, p(M) qui est supposée proportionnelle a la déforma-
tion 5(0) et on pose : p(M) = k - 5(0) la pression. Compte tenu des hypothéeses énoncées,

cette pression p(M) est constante le long d’une génératrice de contact (p(M) indépendante
de 2)

— on note A ’épaisseur de la pince suivant Z.

v v
. Yy —>
Garniture \ U24, Uy [
Ry R
Piece o«
\./\ . R A\ /7
AN 2 . \
/ A () e \ %) \
/ N , \ ’ \
— | . 0 2 \ . \
Vz‘c‘ A 27 | o7 | %
| 0 X1t/ 200 | |
“ B N 27 ’ f"‘ bva "
\ \|// /X //
\ / /
Cz / | / /
\\\ //// . ///
(a) Modélisation du contact (b) Repartltlon des efforts

FIGURE 10.23 — Modélisation du contact entre la garniture et la piéce

Q1. Montrer que 5(6) peut se mettre sous la forme :

cos 9
cos 0y

R —R
— ]) avec Cos 90 = m et 5max = 5(6 = O)
max

5(9)=(R2—R1)'<

Dans les conditions de chargement énoncées précédemment les essais et mesures réalisés sur le
matériel réel montrent que p(M) s’exprime sous la forme :

COS X9 — COS (X
PIM) = Prax - 22 avec € [—ao, o]
cos o — 1

Q2. Préciser en fonction de p(M) I'action élémentaire dF,qchoire—spiece appliquée au point M.

Q3. Etablir a ’aide du paramétrage donné par la figure 10.23, la relation exprimant Y en fonction
de pmaxs A %o et Ry.
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Exercice 4 - Freinage Airbus
Corrigé page 32

CCP MP 2007
Les disques de frein sont empilés les uns sur les autres, constituant ce qu’on appelle un « puits de

chaleur » en raison de la température qu’ils peuvent atteindre : jusqu’a 3 000 °C pour un avion freiné

a pleine vitesse !

S

/;'0“

0%
BRSSS
S

X

N

X
555
KELERLRRIERELK)
etetetole!
LILRKS

%
[
KK

0%
IR
SRS

Stator

<

< <X

) O 00:0,0.0.0, 9.9, 9:0:0:

REERSRBIES

S0 00,0000
tateledolstote

X

0N &
TSRS
ZOIROIIIIIKLIKL
SRSIIICRKRIRKS

FIGURE 10.24 - Disques de frein

La moitié de ces disques est solidaire de la roue (ou jante) et tourne avec elle, ce sont les rotors;
Pautre moitié est solidaire de I’avion par l'intermédiaire de ’essieu et ne tourne pas, ce sont les
stators. Ils sont montés en alternance. Ce sont ainsi les frottements des disques les uns sur les autres

qui assurent le freinage.
Les disques de friction sont en carbone pour des raisons de température de fonctionnement et de
légéreté. Le premier disque sur lequel agissent les pistons a ’origine des efforts presseurs est un stator

solidaire de I’essieu. La figure montre une solutions de montage.

(b) Modélisation de I’action de pression

(a) Montage des freins
FIGURE 10.25 - Frein de I’airbus

On note :
— Py : pression hydraulique d’alimentation des pistons,
— p : pression supposée uniforme entre les deux faces des disques en contact,

— S, : section d’un piston,
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— N, : nombre de pistons actifs,
— Ny : nombre de disques (stator + rotor) par roue,
— F: effort presseur délivré par I’ensemble des pistons activés,

— R; et R : respectivement rayons intérieurs et extérieurs des parties actives des disques de
friction,

— f: coefficient de frottement de glissement entre les disques.

Q1. Exprimer I’effort presseur F auquel est soumis chaque face des disques de friction en fonction de
Ph, Sp et Np.
Q2. En déduire ’expression de la pression p, supposée uniforme, entre deux disques en contact.

On considére un élément de surface dS situé sur un rotor a une distancer (ieR < r < R) de 'axe
de la roue (voir figure 10.25b).
Q3. Démontrer, en s’aidant des indications de la figure 10.25, que la contribution au couple de
freinage de deux surfaces en regard est donnée par ’expression :

C:%.ﬂ.f.p.(Rg_R%)

Q4. Déterminer C en fonction de I’effort F développé par les pistons.
Q5. En déduire le couple total Ct exercé par les N4 disques du systéme de freinage d’une roue en
fonction de Py, et des données géométriques et de frottement.
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