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Opérateur d'inertie

Opérateur d’inertie en 1 point - Définition
Définition

On appelle opérateur d'inertie Zo(S) au point O d'un solide S
I'opérateur qui a tout vecteur U de I'espace associe le vecteur

10(5).7:/%5 (ED’A (ﬂ/\ af)) dm. 1)

L'opérateur d'inertie permet de synthétiser I'ensemble des
caractéristiques d'inertie d'un solide. Cet opérateur est une fonction
linaire et peut &tre représenté par une matrice.

Opérateur d'inertie
Matrice d'inertie - Matrice d'inertie
Soit (0, X, ¥, Z), un repere, et (X,y, Z) une base,
P, un point du solide S, avec OP = x-X+y-¥Y+z-Z,
T=a -X+B-Y+~v-Z, un vecteur.
Déterminons : OP A (Tf/\ @) :

55/\(17/\@5):(x-?+y~7+z~?)/\(7/\(x-7+y-7+z-?))
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Opérateur d'inertie

Matrice d'inertie

En intégrant

/ ﬁ/\(ﬁ/\ﬁ?’)dm:

peS
(a»/(y2+22)‘dm—[3‘ /X-y~dm—’y~ /)«z-dm)?
peS peES pES
+(fa~/x-y-dm+;5’-/(22+x2)-dmf~/~/y-z-dm>7
peS pES peS
+(7(y-/x-z-dmf‘[)V/y-z-derv-/ (X2+y2)-dm>?
peS peS peS
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Matrice d'inertie

On peut mettre ce résultat sous la forme du produit d'une matrice

nommée Zo(S) et du vecteur o

+/(y2+zz)-dm —/x-y-dm —/x-z-dm a

pPES pES pES

T(S)-Tf: —./x~y~dm +./ (12+x2)-dm —./y~z-dm | B
PES PES PES
—/x-z-dm —/y-z-dm +/<Xz+y2) dm 0%
pPES pES pPES

Cette matrice est caractéristique de la répartition de la matiere d'un
solide autour d'un point (ici O) et dans une base donnée (X, Y, Z).
On peut pour chaque solide définir une matrice d'inertie.

Opérateur d'inertie

Matrice d'inertie

+ (y2+zz)-dm — x-y-dm —/x-z-dm
pES PES pES

Zo(S) = —v/x»y-dm +. (22+x2)~dm —l/y-z~dm
pES PES PES
—/x-z-dm - y-z-dm +/(X2+y2) dm
pES pPES pPES

:;lO
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N

Opérateur d'inertie

Matrice d'inertie

Remarques :

» La matrice d'inertie dépend de la base et du point de calcul, il
est donc important de les préciser;

» La matrice d’inertie est une matrice symétrique;
» On nomme aussi cette matrice tenseur d'inertie.

Par convention, on pose :

A —F —E oz —Py —Py

Zo8)=|-F B -D =[-Py oy —Pe

—-E -D C o 7P><y 7sz I(O,?) o
.7)




Opérateur d'inertie

Matrice d'inertie - moment d'inertie

On reconnait sur la diagonale de la matrice
Le moment d’inertie du solide S autour de I'axe (O, X) :
A=loz = / (y*+2%) -dm,
peS
Le moment d'inertie du solide S autour de I'axe (O, y) :
B = /(o‘?) = / (22 +X2) -dm,
peS
Le moment d'inertie du solide S autour de I'axe (O, Z) :

C=loz= / (X2 +y2) -dm

peS
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Matrice d'inertie - produits d'inertie

A partir de cette définition de la matrice d'inertie on nomme les trois
autres termes produits d’inertie, soit :

x|

Le produit d'inertie par rapport plan (O,
F=P, = /x-y-dm;
peES
Le produit d'inertie par rapport plan (O, X

E=P,= /x-z-dm;
peS
le produit d'inertie par rapport plan (O, Y, Z) :

X
NJ

E=P,= /y~z~dm.

peS
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Détermination du moment d'inertie par rapport a un axe quelconque

2\ ., .
Le moment d'inertie autour de I'axe A (O, ()) s'écrit :

— —\ 2 i — e — Y
IAS:/ o NOP dm:/ O ANOP) -0 AOP) dm.
()= ), (71 0F) am= | (5n.0F)(710P)
On sait que (produit mixte) : 4 - (V
Onpose:ﬂ’:g,\_/’:aD}etW: A
alors & A OP - (5)/\ ﬁ?) = 0P A (_z;/\ @) .
Le moment d'inertie peut se mettre sous la forme :

1a(S) =0 - [pus (575/\ (5/\ 53)) dm.

>

Opérateur d'inertie

Détermination du moment d'inertie par rapport a un axe quelconque

On reconnait, sous l'intégrale, I'opérateur d'inertie au point O du
solide S. Donc

18(8) = 8 (To(®)- 9) (2)
A —F —E R
Si Zo(S) —-F B —-D| eté =(a,f,7)alors
_E -D C/,
A —F —E a
Ia($) =(a.p;7)- | =F B -D| -} ®3)
—-E -D C

o /
2 v




Opérateur d'inertie

Théoreme de Huygens généralisé

On recherche la relation entre la matrice d'inertie en A du solide S et la
matrice d'inertie en G le centre d'inertie du solide.

IA(S)-U:/S(WA(UAW))dm
Ze(5) T = /S(WA(UAEM))dm
soit
m‘v:'/s((amm)A(m(r@m)))dm
m.ﬁ:/; (3G A (@ 1 &) )am
/

Opérateur d'inertie

Théoreme de Huygens généralisé

5 N —_
Les 2°me et 3*me termes sont nuls car / GMdm=70
Js

Ia(s) 7= [

S(EA (ﬁ/\ﬂf))dm+/sl(ﬁ/7/\<ﬁ/\ﬁ/7))dm

il reste

» Second terme : / (GTV?/\ (TJ’/\ GT\/?))dm =Z¢(S) - U (opérateur
s
d'inertie en G ).
> Premier terme :

d (EA(?/\E))dm:m(E/\ (ﬂAE))

D’ou le théoreme de Huygens généralisé

ZA(S)-U:ﬁ-U+m(E’A<7AE)) (4)

Opérateur d'inertie

Théoreme de Huygens généralisé

Déterminons AG A (UA A;G’) avec T = (a, B,7) et AG = (a, b, c).

. . P+ —a-b -a-c @
AGA(TJAAG): —ab P+ —bcl| |5
—a-c —b-c a+b? o4

On pose pour les matrices d'inertie en G et A :

Ax —Fa —Ea Ac —F¢ —Ec
IA(S) =|—-Fa Ba —Da et IG(S) =|—-F¢ Bg —Dg¢
—Ex —Da Ca )4 —-Ec —-De G

(X.¥.7)

On déduit, dans la base (X, Y, Z), la relation entre ces matrices :

Ay —Fa —Ea A —Fe —Eg B+c* —a-b —a-c
—Far Ba -Da) =|(-F¢ Bs —-Dc| +m-| —-ab P+ —b-c
A G

—Epx  —Dp Ca —Ec —Dg Ce —a-c —b-c  a?+b?
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Changement de base

Connaissant la matrice d'inertie du solide S en un point A dans la
base Bj, on se propose de déterminer cette matrice en ce méme
point dans la base B;.

Matrice de Passage : On appelle Pg, g,, la matrice de passage de la base
B; a la base B, cette matrice est constituée en colonnes
des coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B, écrits
dans la base d'origine B;. On |'appelle aussi matrice de
changement de base, cette matrice est une matrice
inversible.

Soit Za(S)g, et Za(S)p, les matrices d'inertie d'un solide S

respectivement dans la base B; et la base B, et Pg, g, la matrice de

passage de la base B; a la base B,, on a alors :

Za(S)s, = Pa.'s, - Za(S)s, - Pay.5,

1 .
avec Pg g la matrice inverse de Pg, .

G

(

)

%,

Y

z
)




Opérateur d'inertie

Propriétés et directions principales

La matrice d'inertie est une matrice symétrique, une simple étude
mathématique de la matrice d'inertie nous permet de dire que :

» Les valeurs propres de la matrice sont réelles;

» Il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice est
diagonale.

I existe ainsi pour tout point A une base orthogonale de vecteurs
propres B’ = )77 7).

Dans cette base la matrice d'inertie du solide S au point A est une
matrice diagonale :

A0 0
aS)=|0 B o] .
0 0 C).s

Opérateur d'inertie

Propriétés et directions principales

- - —
La base B’ = (x’,y’, z’) est appelée base principale d'inertie au

i — — —

point A. Les axes <A, X/> , (A.y/> et (A, z/) sont les axes

principaux d'inertie et A’, B’ et C’ les moments principaux d'inertie.
» Pour tous les solides présentant des symétries dans la

répartition des masses, il est facile de déterminer les axes
principaux en s'appuyant sur ces symétries.

» Si le point d'écriture est le centre d'inertie, on parle alors de
base centrale et de moments centraux d’inertie;

» Les moments centraux d’inertie sont minima.

Opérateur d'inertie

Solide avec un plan de symétrie

Lorsque le solide possede un
plan de symétrie, les produits
d'inertie comportant la
normale au plan de symétrie

zZ
X
/ sont nuls.
g IOX ny 0

Zo(S)= Py lo, O
0 0 oz os
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Solide avec deux plans de symétrie

Si un solide possede deux plans
de symétrie, en choisissant
d'écrire la matrice d'inertie en
un point O de la droite
d'intersection des deux plans
et dans une base B respectant
cette symétrie, alors les trois
produits d’inerties sont nuls.

lox 0 0
Zo(S)=[0 1o, ©
0 0 Joz)os




Opérateur d'inertie

Solide avec une symétrie de révolution

Si I'axe (O, Z) est un axe de
révolution matérielle, le solide
possede alors une infinité de plan de
symétrie orthogonaux. Les produits
d'inertie sont donc tous nuls et la
matrice est diagonale dans toute base
contenant |'axe de révolution et en
tout point de cet axe.

—
z

A0 0
To(S)={0 A 0
00 C/os

Compte tenu de la symétrie de
révolution les moments d'inertie par
rapport aux (O, X) et (O, y) sont
égaux.
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Solide plan d'épaisseur négligeable

Pour un solide plan d’épaisseur
négligeable, la matrice s'écrit en un
point O du plan et dans une base B
contenant la normale a celui-ci :

| AF o0
‘ Io(S)=|-F B 0

0 0 A+B) s
Si le solide est un disque plan, alors la matrice s'écrit en O centre du
disque et dans une base B telle que Z est la normale au plan

A0 0
Zo(S)=[0 A o
00 2-Af oy
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Matrice d'inertie de quelques solides élémentaire - Cylindre

Cylindre d’axe (G, Z) de rayon R et de hauteur H

N PN R2 H?
y g; X m~<7+§) 0 0
R? H?
2
0 0 m-R—
2 (6?7’7

en G dans toute base contenant Z
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Matrice d'inertie de quelques solides élémentaire - Tube

Tube d'axe (G, Z) de rayon R et de hauteur H (épaisseur négligeable)

—
V4

- 2 2
y 4 (B H
m <2 +12> 0 0
R? H?
0 0 m-R?) .

en G dans toute base contenant Z.
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Matrice d'inertie de quelques solides élémentaire - Tige

Tige cylindrique (G, Z) de rayon négligeable

z
X
H2
m-— 0 0
12 )
0 m-— 0
0 0 0/ ¢

7.7.7

en G dans toute base contenant Z.

Opérateur d'inertie
Matrice d'inertie de quelques solides élémentaire - Disque
Disque d'axe (G, Z) d'épaisseur négligeable

-

z

R2
0 0 m- 5/
(7.7.2)

en G dans toute base contenant Z.
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Matrice d'inertie de quelques solides élémentaire - Sphere pleine

Sphere pleine de centre C
Z

X
b 2 R 0 0
5 2
0 gm-R2 0

2
0 0 “m-R?
5

C
vB
En C centre de la sphére et dans toute base
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Matrice d'inertie de quelques solides élémentaire - Sphere creuse

Sphere creuse de centre C

zZ
y X
gm».‘:\’2 0
3 2
0 gm-R2 0
2 2
0 0 gm-R .

vB
En C centre de la sphére et dans toute base
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Matrice d'inertie de quelques solides élémentaire - Parallélépipede

Parallélépipede de cotés a, b et ¢
-

2 2
-bl+2c 0 0
0 m.32+c2 0
12
0 0 .a2+b2
12 ¢

B
en G dans la base B parallele aux arétes du pa-

rallélépipede
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Matrice d'inertie de quelques solides élémentaire - Cone

Céne (S, Z) de rayon R et de hauteur H

y X 3m (R?
— (—+H2> 0 0
5 4 )
3 R
0 - (T+H2) 0
S 0 0 3.mR?
5 2/s

au sommet S dans toute base contenant Z.
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