Chapitre

6 Analyse fréquentielle
des systemes linéaires

6.1 De la réponse temporelle a la réponse fréquentielle

6.1.1 Réponse fréquentielle

On appelle réponse fréquentielle, la réponse temporelle du systeme linéaire décrit par une équation
différentielle a coefficients constants pour une entrée sinusoidale.

Nous allons sur un exemple simple montrer la relation qu’il existe entre la fonction de transfert
dans le domaine de Laplace et la réponse temporelle en régime permanent d"un signal sinusoidal.
Soit I’équation différentielle du 1°* ordre :

ds(t)
dt

T- +s(t) = K- e(t).

On se place dans les conditions de Heaviside et on détermine la réponse temporelle s(t) pour une
entrée

e(t) = cos(w-t)-h(t).

La solution de I'équation générale de cette équation différentielle est :

t
sg(t) =G-e T

avec G a déterminer en fonction des conditions initiales. La solution particuliére est de la forme que
e(t):

sp(t) =A-cosw-t+B-sinwt.
En remplagant dans 1’équation différentielle, on obtient :

—A-1T-w-sinw-t+B-1t-w-cosw-t+A-cosw-t+B-sinwt=K-cosw-t
(A 1t-w+B) -sinwt+(B-tT-w+A)-cosw-t=K-cosw-t

soit
B-t-w+A=K
—A-1T-w+B=0

On déduit
1 T W .
Sp(t):K m'coswt‘f—mSlnwt

On pose ¢ tel que sinp = etcos ¢ = ‘ol @ = arctan(Tt- w).

T W 1
L I S |
V1412 w? V1+12w?
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K
Sp(t) = —=——=—= (cos @ - cos wt + sin @ - sin wt)

VT ol
K

V1412 w? (w-t=e)

La solution complete s’écrit donc :

Sp (t) =

t

—= K
s(t)=K-e T+ ————-cos(w-t— o)
VI+12w?
On en déduit le comportement en régime permanent, c’est-a-dire lorsque t est suffisamment grand
0 — K
Sperm( ) = \/]7 m -cos (w-t— )
On en déduit :
/ : K
— 1 amphtude de Sperm(t) . \/ﬁ

— le déphasage a 'origine ¢ (w) = arctan(t - w).

6.1.2 De la transformée de Laplace a la réponse fréquentielle

A partir de I'équation différentielle du premier ordre on peut écrire la fonction de transfert H(p) :

S(p) K

M) =g =150

On sait que la variable de Laplace p est un nombre complexe p = a +j - b. On choisit pour p le
domaine limité aux imaginaires purs soitp =j - w.
Remplagons p = j - w dans H(p).

SG-w) K
EG-w) T+71j-w

H( - w) =

H(j - w) est une fonction complexe dont on peut calculer le module et I'argument d’our
Module :

K

HG - w)| = A(w) = \/ﬁ

Argument
arg (H(j - w)) = ®(w) = —arctan (1 w)

On reconnait 'amplitude et le déphasage a I'origine de sperm(t) .

On peut donc, directement a partir de la fonction de transfert, retrouver les caractéristiques de la
réponse en régime permanent d'un systéme sollicité avec une entrée sinusoidale.

On appelle réponse fréquentielle d"un systeme la réponse temporelle en régime permanent d'un
systéme linéaire sollicité par une entrée sinusoidale.



6.2 Réponse fréquentielle

6.2 Réponse fréquentielle

L'objectif de I’analyse fréquentielle est d’étudier le compor-
tement d’un systeme a partir de sa réponse a une sollicitation  (p)

sinusoidale de la forme : t —— H(p) = %ng
e(t) = A -sin(w-t) - H(t)

t<0 H(t) =0
t>0 H(t) =1°

On sollicite donc le systéme avec une entrée sinusoidale de pulsation w et on releve la réponse
temporelle de la sortie pour chacune des fréquences. La figure p.1| présente quelques mesures.

avec H(t), la fonction Heaviside est définie par : {
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FiGure 6.1 — Relevés fréquentiels

On remarque sur ces tracés :
— la présence de deux zones :
— le régime transitoire (la phase de démarrage);
— le régime permanent ou régime établi;
— que le déphasage du régime permanent avec le signal d’entrée augmente avec la pulsation;

— que l'amplitude de la sortie varie avec la pulsation.
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Ficure 6.2 — Réponse fréquentielle
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On constate que la réponse (pour le régime permanent) a I’allure d"une sinusoide de méme pulsa-
tion mais en retard par rapport au signal d’entrée.

Pour caractériser la réponse fréquentielle du systéme il est possible d’étudier 1’évolution pour le
régime permanent de la variation d’amplitude et du déphasage entre le signal d’entrée et la sortie

(figure p.2 ).
Pour un systeme linéaire, nous savons que la sortie en régime permanent est de méme nature que
I'entrée, ’équation temporelle du régime permanent de la sortie se met donc sous la forme :

s(t) = Ao - A(w) -sin (w - t+ D (w))

avec
— A(w) : le rapport des amplitudes du signal permanent, entre 1’entrée et la sortie;
— ®(w) : le déphasage entre I’entrée et la sortie.

Ces deux fonctions sont des fonctions de la pulsation w.

6.2.1 Fonction de transfert complexe

Soit un systéme linéaire continu invariant (SLCI) connu par sa fonction

de transfert dans le domaine de Laplace, la fonction de transfert du systéme E(p) S(p)
est par définition : H(p) = S(p) H(p)
E(p)

On note E(p) et S(p) les transformées dans le domaine de Laplace des
fonctions temporelles e(t) et s(t) et H(p) la fonction de transfert.

On appelle fonction de transfert complexe (ou transmittance isochrone) la fonction obtenue en
remplacant la variable de Laplace p par le terme imaginaire purj - w :

H( - w) =

Cette fonction est une fonction complexe de la variable w, comme toute fonction complexe, pour en
réaliser I’étude, on peut soit s'intéresser :

— a la partie réelle et a la partie imaginaire,

— au module et a 'argument.

6.2.2 Lieux de transfert

On appelle lieux de transfert, le tracé des différentes représentations graphiques de la fonction de
transfert H(j - w). Seule la représentation graphique des lieux de transfert par les diagrammes de Bode
est au programme.

A partir de cette représentation graphique, nous pourrons caractériser le comportement global du
systeme linéaire (passe-bas, passe-bande, résonance, ...).

6.3 Etude des SLCI a partir des diagrammes de Bode

6.3.1 Diagrammes de Bode

Les diagrammes de Bode représentent séparément le module et la phase de la fonction H(j - w). On
note :

— A(w) =[H(j - w)| le module,
— O(w) =arg (H(j - w) I'argument.

Pour ces diagrammes :



6.3 Etude des SLCI a partir des diagrammes de Bode

— l’abscisse est une échelle logarithmique de la pulsation : log; ,(w);

— l'ordonnée du diagramme d’amplitude est graduée en décibels (dB) :

Agp(w) = 20log;,([H(jw)]),

— l'ordonnée du diagramme de phase, en degré ou radian.

On superpose en général au tracé exact le tracé asymptotique, celui-ci est souvent suffisant pour
analyser la fonction. La figure p.3 montre un exemple de tracé des diagrammes de Bode.
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F1GURE 6.3 — Diagrammes de Bode
6.3.2 Propriétés graphiques des diagrammes de Bode
Soit un systeme linéaire décrit par le schéma-bloc
ci-contre X(p) Y(p) Z(p)
— G1(p) Gz(p)
G(p) = Gi(p)- Ga(p)

Soit en complexe avecp =j - w

G(j-w)=Gi(j-w)-Gz2(j- w)

d’ot1 le module réel

G- w)=1G1(-w)[-1G2(j - w)

et le module en dB et puis 'argument

Gap(w) =20log (IG1(j - w)|) +201og (IG2(j - w)|) = Gra(w) 4+ G2gB(w)
arg (G(j-w)) =arg (G1(j - w)) +arg (G2(j - w))

Le module en décibels et 1’argument d"un produit de fonction de transfert s’obtient donc en ajoutant
le module en décibels et I'argument des différentes fonctions.
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Graphiquement, il suffit donc d’ajouter les diagrammes de Bode des fonctions G1(j - w) et G (j -
w) aussi bien pour le diagramme d’amplitude que pour le diagramme des phases pour obtenir les
diagrammes de G(j - w) avec G(p) = G1(p) - G2(p).

6.4 Systéme du premier ordre

Un systéme du premier ordre est décrit par une équation différentielle linéaire a coefficients constants
du premier ordre :

t T : constante de temps
Tds( ) +s(t) = K.e(t) avec ] ] P
dt K : gain statique

On pose : e(t) LN E(p) et s(t) L S(p). On se place dans les conditions de Heaviside.
Fonction de transfert et schéma-bloc d'un systéme du premier ordre :

S(p) K E(p) K S(p)
E(p) 1+7-p T+7T-p

H(p) =

6.4.1 Représentation fréquentielle

On obtient la fonction de transfert complexe en posantp =j - w:

K
HG w) = —
(- ) T4+1tj-w
On détermine rapidement :
— la partie réelle : — le module :
K K
j - =— Alw=—
Re(j- ) = 35— W= Aot
— la partie imaginaire : ,
— largument :
) —K-1T-w
Im(]'w):m ® (w) = —arctan (- w)

— lemodule en dB :

Agp (w) =20log (A (w)) =20-log (ﬁ)

soit en développant,
Agg (w) =20-logK—10-log (1 +12. wz)

La figure p.4 présente 1’allure des diagrammes de Bode d'un systéme du premier ordre.
Diagramme d’amplitude : le diagramme d’amplitude présente deux asymptotes

— une horizontale lorsque w — 0: limO (Agp(w)) =20-logK;
w—

— une asymptote de pente —20dB/dec (décibel par décade) lorsque w — oo;

lim (Agg(w)) = lim (20-logK—10-log (1 +1  w?))

w—o0 w—o0

fr— i . —_— . 2. 2
= lim_ (20-logK—10-1log (17 - w))
(20 -log K —20-log (t) —20-log (w))

lim
w—00



6.4 Systéeme du premier ordre

L'amplitude en décibel A 4 (w) tend asymptotiquement vers 20 - log K — 20 - log (1) — 20 -
log (w) lorsque w — oo.

L'abscisse évoluant en log w, chaque fois que la pulsation augmente d"une décade (x10)
I’'amplitude en décibels diminue de 20dB/dec;

— les asymptotes se croisent pour la pulsation de coupure w, = —;

1

T

— le diagramme asymptotique en amplitude est assez proche de la courbe réelle et suffit en
général pour étudier la fonction;

’écart par rapport au point d’intersection des

1
— pour la pulsation de coupure w, = -

asymptotes est de —3dB;

AdB (l) =20-logK —10-log <1 +12- (l)z)

Ad4B <l>:20~logK—]0-log(2)AdB <l> =20-logK—3dB

— pour les pulsations double 2 - w. et moitié % I'écart est de —1dB par rapport aux

asymptotes.
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F1GURE 6.4 — Diagrammes de Bode - Systeme du 1¢ ordre

Diagramme de phase : le diagramme des phases présente lui aussi deux asymptotes :
— lorsque w — 0, lim (@ (w)) =0;
w—0

— lorsque w — oo, lim (@ (w)) = —Frad(= —90°).
w—00
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— Le diagramme asymptotique a la forme d’une marche d’escalier, il n’est pas suffisam-
ment précis pour représenter correctement ’évolution de la phase. Pour mieux appro-
cher le tracé, il est possible de tracer le segment passant par les points (log (73=),0) et
(log (12),—90) (en pointillés sur le graphe, attention ce n’est pas une tangente mais uni-
quement une aide de tracé!).

— Quelques valeurs particulieres de 'argument :

— pulsation de cassure : ®(w.) = —45°

— pulsation moitié : O (%) = —arctan (T- “ic) ~ —26,56°

— pulsation double : @ (2- w.) = —arctan (12 w¢) ~ —63,43°

6.4.2 Premier ordre au numérateur

Soit la fonction définie par le polynéme du premier degré :

Ni(p)=(+7-p).

On se propose de comparer ce polynome a la fonction de transfert du premier ordre :

1
b=y
3OdB
T | PB=si
20 N1 (p) =147 p—=
10 B
-’//

0 — \\\

—10 i~
1
—20 H = \
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30 | 11111 | N rad/s

100 10! 102 103
90

60 - =u
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IGURE 6.5 — Diagrammes de Bode - 1¢" ordre au numérateur
F 6.5-D de Bode - 1¢" ord t

1

— Le module se déduit directement de [N (j - w)| = ‘ ‘,
Hi(j - w)

soit en décibel

2010 (IN: (j - w)l) = 20log (‘ — 20log (IHs - w))

wl)
Hi(j - w)



6.5 Systéme du second ordre

— Largument se déduit de la méme maniere

arg(Nl(j'w))zarg( )Z—arg(H1(J'-w))

Hi(j - w)

On constate donc que le tracé (fig. p.5) des diagrammes de Bode d"un polynéme du premier ordre
est le symétrique par rapport a ’axe des abscisses du diagramme de Bode d"une fonction de transfert
du premier ordre (pour un gain unitaire K = T). Cela est généralisable quel que soit l'ordre de la
fonction de transfert.

6.5 Systéme du second ordre

6.5.1 _ Rappels

Un systeme du second ordre est décrit par une équation différentielle linéaire a coefficients constants

du second ordre : 24
1 d°s(t) 2-&ds(t)
— t) = K.e(t
wZ  dt? * wy dt +s(t) e(t)

avec
— K: gain

— wy, : pulsation propre rad - s~

— & : coefficient (facteur) d’amortissement

La fonction de transfert s’écrit :

6.5.2 Représentation fréquentielle

A partir de la fonction de transfert d’un second ordre on détermine la fonction de transfert com-
plexe :

. K
On déduit :
— la partie réelle :
2
K(1-2
wi
Re(w) = T2 3
(1 _w2> N <2.g.w>
n Wn
— la partie imaginaire :
2.k 2
Im(w) = — 3 Wn 5
(5 e
w3 Wn
— le module:
K
A(w) =
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— lemodule en dB :

w2\ 2 w \2
AdB(w)—ZOIOgK—1Olog<<1—w%> +<2.a.wn>

— l'argument :

2.8 . w-
O (w) = —arctan < 52 i L;“)
ws —w

Nous avons vu, lors de 1’étude de la réponse temporelle, que 1'allure de cette réponse dépend du
coefficient d’amortissement &. Etudions donc dans un premier temps le module et I'influence de & sur
celui-ci.

w
Soit A1(u), le module réduit déduit du module de la fonction de transfert, en posant u = oo
n

4u(u?+2-82-1)

((1 —u2)? 4+ (2% u)z)

N

Le numérateur s’annule pour :

— u = 0 soit w = 0 cette racine correspond a une asymptote horizontale dans le diagramme de
Bode en amplitude,

2
— u? +2- &% —1 =0, cette équation n"admet de racines réelles que pour & < 5 la racine est alors

u.r:gr :mSOitwr:wn'm-

n
On appelle pulsation de résonance la pulsation :

Wy = Wn -V 1—2-&2.

Pour cette pulsation, le module présente un maximum :

A(w,) = K ___ K

(oo amy T

n le

On définit Qr, le coefficient de résonance (ou facteur de surtension) tel que

1
C Alwo)  2.5.4/T—¢2

Le tracé du module (fig. p.§) d"un systéme du second ordre dépend donc de la valeur du coefficient
d’amortissement.

V2o , . . )
— 0< &< —~ ‘presence d’un maximum pour la pulsation de résonance wr;

V2 .
— 5 < & : pas de maximum.
L'argument lui ne présente pas de maximum :
2.8.w-
® (w) = —arctan (W) .
wZ —w

10
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Il est possible d’affiner encore cette étude, en étudiant la forme de la fonction de transfert en fonction
de &. On distingue trois cas en fonction des racines du polynéme du dénominateur de la fonction de

transfert du second ordre : ,
2-&p P
(p)=1+ won T wZ

— 0 < & < 1:lesdeuxracines du dénominateur sont complexes conjuguées, la fonction de transfert
ne peut étre simplifiée, 'étude a été réalisée précédemment :

S(p) K
H(p) = =
E(p) p* 2:&
wiﬁ + win]i) +1

— & > 1:les deux racines sont réelles, la fonction de transfert alors peut se mettre sous la forme
d’un produit de deux fonctions du premier ordre :

K
(1+T-p)-(1+T2-p)

H(p) =

— module:
K

A(w) =
V14T w2 1472 w?

— module en dB :

Aap (@) = 20log K — 20log(y/1+ T2 - @?) — 20log(y/1+ T3 - w?)

— l'argument :
® (w) = —arctan(T; - w) —arctan(T, - w)

— & = 1:le dénominateur posséde une racine réelle double, la fonction de transfert peut se mettre
sous la forme :

K
— module : K
Alw) = 1472 w?

— module en dB :
Aggp (w) =20logK —20log (1+T{ - w?)

— argument :
® (w) =—2-arctan(T - w)

Nous allons donc considérer pour 1'étude fréquentielle du second ordre, les quatre cas suivant :

V2 : o ,
Cas 0<z< 5 : 2 racines complexes conjuguées et résonance
K

La fonction de transfert s’écrit : H(j - w) = 5 . On déduit les diagrammes de
w w
1— —5 +j- 2.-& —
w3 Wn
Bode de la figure p.6.

11
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FiGURE 6.6 — Diagrammes de Bode 2¢ ordre - 2 racines complexes

Diagramme d’amplitude :

— une asymptote horizontale d’'ordonnée 20 log K lorsque w — 0;

— une asymptote de pente —40dB/dec lorsque w — 400 : lorsque w augmente d"une décade,
I"amplitude en décibel diminue de 40 dB. Montrons que A 4g(w) tend asymptotiquement
vers 201log K 4+ 401log (wn ) —40log (w) lorsque w — oo.

Jlim (Ags(w)) = lim (20logK—10log ((1 _ 2’;)1 <z.a. (:U>2> )

= lim (2010gK—1010g <w4> )

w—00 (,l)_ér‘L

= lim <ZOlogK+4010g(wn)—4010g(w)>

w—00

— les deux asymptotes se croisent pour w = wn la pulsation propre;

— le diagramme d’amplitude présente un maximum pour la pulsation dite pulsation de ré-
sonance

Wy =Wn-\V1-2-&2

On note

_ [H(w:) 1

CETHOI T viie

le facteur de résonance;

K
— le module pour la pulsation propre w, est: [H(jwn )| = 7

12
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Diagramme de phase :

— une asymptote horizontale d’'ordonnée 0° lorsque w — 0,
— une d’ordonnée —180° lorsque w — +o0,
— O(wn) =arg (H{ - wn)) = —90°.

2 . .
Cas — <z < 1: 2 racines complexes conjuguées sans résonance

On retrouve les mémes asymptotes que dans le cas précédent, mais le diagramme d’amplitude ne
présente pas de maximum (tracé en pointillés de la figure p.6)), le tracé est toujours sous les asymptotes
et tres proche de celle-ci (I’écart est au maximum de —6dB si z = 1 pour la pulsation wy,).

K
Le module pour la pulsation propre wn, est: [H(jwn)| = s— > —6dB.

2-&

Cas z > 1 : 2 racines réelles
Lorsque z > 1, la fonction de transfert peut se décomposer en un produit de deux premiers ordres,

K

AP = )

le tracé des diagrammes de Bode est donc la somme graphique des deux tracés du premier ordre (cf.

figure p.7).
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FiGure 6.7 — Diagrammes de Bode 2¢ ordre - 2 racines réelles

Les deux pulsations de cassure sont wy = Ti] et wy = T% (pour la suite w1 < w3).
Le diagramme d’amplitude présente donc 3 asymptotes :

— une asymptote horizontale d’ordonnée 20log K lorsque w — 0, (log w — —o0), jusqu’a la pul-
. _ i .
sation w1 = T,

— une asymptote de pente —20dB/dec entre wq et w;;

13
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— une asymptote de pente —40dB/dec au-dela de w.

Remarque : parler d’asymptote entre w; et w; est un abus de langage communément admis en
automatique.

Le diagramme des phases présente lui aussi 3 asymptotes :

— une asymptote horizontale d’ordonnée 0° lorsque w — 0, jusqu’a ws ;

— une asymptote horizontale d’ordonnée —90° entre w; et w;;

— une asymptote horizontale d’'ordonnée —180° au-dela de w.

Quelques valeurs et points particuliers :

— pulsation propre : w,, = /w7 - Wy = ﬁ ;

— sur le diagramme d’amplitude, I’asymptote horizontale et 1’asymptote a —40dB/dec se croisent
pour w = wWn;

— l'argument pour la pulsation propre est : arg(H(jwn) = —5 = —920°;

— le module pour la pulsation propre est : [H(jwn )| = %

Cas z =1 : 1 racine réelle double K

(1+T-p)?
Le tracé des diagrammes de Bode se déduit donc directement du tracé d’un systeme du premier
ordre; ils possedent donc les particularités suivantes que I'on retrouve sur la figure p.8.

La fonction de transfert est un premier ordre au carré : H(p) =

dB

20 T
[ 20-1ogK L[] -6dB
10 P e SN
. ! : \§ -2dB
i i h
1 1 \§
—10 ' ' : N
T Nvoq,
-20 : 1
X X ] %
1 1 : \ de(‘
o ! ! ! N
—40 ; ; L \‘ rad/s
100 100 2 wn 1T 2-wy 102 N3
o 2 “n = T
= ! I
ST~ L ]
—30 \}\o | |
—60 '53;1‘ \\\ X
—90 -90° '
NG L
—120 .\_126,80
‘~‘\\\
—150 ~—_
T —
—180 3 rad/s
100 10! 102 103

Ficure 6.8 — Diagrammes de Bode 2¢ - 1 racine double

— Diagramme d’amplitude

— une asymptote horizontale (201log K) lorsque w — 0 et une asymptote de pente —40dB/dec
(2 x (—20dB/dec)) lorsque w — oo;

1
— pour la pulsation de coupure w. = T I'écart par rapport a I'asymptote est de —6dB (2 x
(=3 dB)), I'écart par rapport aux asymptotes est de —2dB pour les pulsations double et
moitié;
— Diagramme des phases

— une asymptote d’ordonnée 0° lorsque w — 0;
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6.6 Intégrateur

— une d’ordonnée —180° lorsque w — +o0;
— pour w, 'argument de la fonction de transfert est de —90°;

— comme pour un systéme du premier ordre il est utile de tracer le segment entre (log (15=) ,0°)
et (log (12),—180°) pour mieux approcher le tracé réel.

6.6 Intégrateur

Fonction de transfert :

1

Hi(p) = T. .
l(p) —I—i K p 1 p
Fonction de transfert complexe :
. 1
Hi(jw) = T w
— Module : :
Hi(jw)| = T o
— Module en dB:
Hi(jw)lyg = —20log w —201og T;
— Argument :

arg (H; (jw)) = —90°

Le diagramme d’amplitude (fig p.9) d'un intégrateur est une droite de pente —20dB/dec passant
par —20log T; pour w =1 (logw =0).
Le diagramme de phase est une droite horizontale d’ordonnée —90° .

dB

60
40 c ——
T +20dB/de 1
20 Jérivateut - .
| ]
—, 1] | |_—
0 /,:a-
/// . . \\~§
—20 mtegratGUr 2 ~
—_— \
—40 OdB/deC L
—60 rad/s
101 100 10! 102
1 1 111
80 dérivateur
50
20
-10
—40
—70 LR
intégrateur :
—100 I rad/s
10! 100 107 102

Ficure 6.9 — Diagrammes de Bode - Intégrateur - Dérivateur
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6 Analyse fréquentielle des systémes linéaires

6.7 Dérivateur
Fonction de transfert : E(p) S(p)
RN Td p
Ha(p) =Ta-p

Fonction de transfert complexe :
Ha(jw) =Ta-j- w

— Module:
Ha(w) =Ta-w
— Moduleen dB:
Hq(jw)l4g = +20log w + 201log T4
— Argument :

arg (Hq(jw)) = +90°

Diagrammes de Bode (fig b.9)
Le diagramme d’amplitude d"un dérivateur est une droite de pente +-20dB/dec passant par +-20log Tgq

pourw =1.
Le diagramme de phase est une droite horizontale d’ordonnée +90° .

6.8 Retard pur

Soit un systéme tel que la sortie est en retard sur I’entrée d’un temps 7 :

s(t) =e(t—1).
Le théoréme du retard td’écri E(p) S(p)
e eoreme duretard nous perme ecrire en P R(‘p) _ e—T‘P P

passant dans le domaine de Laplace :

S(p) =e P -E(p)
La transformée de Laplace d"un retard pur est donc :
R(p) =e™™P
On en déduit la fonction de transfert complexe :

RG-w)=e "% =R(j- w) = cos Tw — j sin Tw

Le module est constant,
RG - w| =1

L'argument est constamment décroissant (cf. figure p.1I0)

arg(R(j - w) = —tw

6.8.1 Influence d’un retard sur le tracé d’un lieu de Bode

Pour évaluer l'effet d'un retard sur le lieu de Bode, nous allons étudier la fonction de transfert d’un
retard pur associé a un premier ordre,
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6.9 Généralisation du tracé des diagrammes de Bode

10
0 ~ /
T retard
—10 —
™~
\\\~
-20 P~
~30 1er or_d_re7\\
1¢r ordre retardé N~
NN
—40 | | | n rad/s
Je 101 102 103
e
—
~30 Tl L ——
™~ \\
—60 retard AN
v ] 1er ordre N
—
—120
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~150 1¢r ordre retardé N
N
—180 rad/s
100 107 102 10

FiGure 6.10 — Diagrammes de Bode - Influence d"un retard

Fonction de transfert complexe,

: 1
Hi-w) =e @

14T -w
— module :
H(j =20log |-—i——
| (]w”dg 0 Og’1+j.ﬁr_w‘
— argument :
Arg(H(jw)) = —arctan (- w) — 11 - w

On remarque sur la figure p.I( que le module n’est pas influencé par le retard (les deux tracés sont
superposés), par contre I’argument est diminué de T - w.

Un retard augmente le déphasage entre I'entrée et la sortie du systéme. Nous verrons plus loin, lors
de I'étude de la stabilité des systémes asservis, que cet effet est fortement préjudiciable a la stabilité
des systémes.

6.9 Généralisation du tracé des diagrammes de Bode

Toute fonction de transfert sans retard peut s’écrire sous la forme suivante :
P

H( )_N(p) _ K T+ai-p+az-p*+..+anp”
P D(p) p*1+by-p+by-p2+..+bypp™

avec
— n:degré du polyndme du numérateur;
— m : degré du polynéme dénominateur;
— K le gain statique;

— «:la classe de la fonction de transfert.

Le numérateur et le dénominateur sont deux polyndmes, pour les systemes physiques, le degré
global du dénominateur est supérieur au degré du numérateur : m +oc—mn > 0.

On peut, en recherchant les racines de chaque polyndme, mettre la fonction de transfert sous la
forme suivante :
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6 Analyse fréquentielle des systémes linéaires

Hp) = 55 = — - —
D(p) p H(]+Tk'p)'n<]+2&p+£;>

m

La fonction de transfert s’écrit donc comme le produit de plusieurs fonctions élémentaires (premier,
deuxiéme ordre et intégration/dérivation).

N(p)
H(p)==—==H -H R | .. H
(p) D(p) 1(p) - Ha(p) 1(p) N(P)
Ce qui nous permet d’écrire le module et I'argument en dB :

Module en dB
IH(j - w)lqp = 201og ([H1(j - @)]) + ... + 201og (IH1(j - w)]) + ... +201og ([HNn (- w)])
Argument
Arg(H(j-w)) =Arg (Hi(j- w)) +... + Arg (Hi(j - w)) +... + Arg (HN( - w))

Les diagrammes de Bode de la FT s’obtiennent en sommant graphiquement les diagrammes de
Bode de chaque fonction élémentaire.

Comportement lorsque w — oo
— Argument

— une fonction du premier ordre apporte un déphasage maximal (a l'infini) de —90° si elle
est au dénominateur et de +90° si elle est au numérateur,

— une fonction du second ordre apporte un déphasage maximal de —180° si elle est au déno-
minateur et de +180° si elle est au numérateur,

— un intégrateur apporte lui un déphasage constant de —90° et le dérivateur de +90°.

Ces déphasages s’ajoutant, on peut déduire que le déphasage total de la fonction de transfert
lorsque la pulsation augmente tend vers :

u)l_i)rﬂooarg(H(j cw))=Mn—-m-—a«)-90

— Module

— le tracé du lieu de Bode d"un premier ordre tend vers une asymptote de pente —20dB/dec
s’il est dénominateur et de +20dB/dec s’il est au numérateur,

— un second ordre tend vers une asymptote de pente —40dB/dec s'il est dénominateur et de
+40dB/dec s'il est au numérateur,

— le lieu de Bode d"un intégrateur est une droite de pente —20dB/dec et de +20dB/dec pour
un dérivateur.

Ces pentes s’ajoutent, on peut donc déduire que I’asymptote finale a une pente de

(n—m—a«) 20dB/dec

Comportement lorsque w — 0

A partir de la forme factorisée de H(p) décrite plus haut, on déduit que l'allure des lieux de Bode
lorsque w — 0 ne dépend que de la classe « de la fonction de transfert et K. En effet, le module en dB
et I’argument de chaque fonction du premier et du second ordres sont nuls lorsque w — 0. d’our :

lim (H(j-w)) = lim (K . 1)

w—0 w—0 (] . w)oc
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6.9 Généralisation du tracé des diagrammes de Bode

— =0
— l'argument tend vers 0,

— le module tend lui vers : lim [H(j - w)|45 = 20logK
w—0

— a>0

— l'argument tend vers une asymptote horizontale d’'ordonnée : —oc- 90 ° .

— le module tend vers une asymptote d’équation : 20log K — « - 20 - log w.
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